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Egipto surgié a la historia hace 5000 afios. Durante
30 siglos se mantuvo la hegemonia de su esplendorosa
cultura. Sus monumentales construcciones figuran como
testimonios del nivel cultural que alcanzd este pueblo.
Estas obras legadas al patrimonio de la humanidad,
fueron inspiradas en su wfdn de supervivencia y vida
eterna. Los obeliscos, templos, mastabas y pirdmides
eran como simbolos de la inmortalidad del faradn.
Herodoto, el padre de la Historia, nos cuenta —con el
tono hiperbélico que siempre lo caracteriza— que en
Ia edificacién de la Gran Pirdmide, participaron alre-
dedor de cien mil hombres. En el Imperio Nuevn,
esta costumbre de construirse una tumba como hogar
eterno, dejé de ser un privilegio faradnico para con-
vertirse en un derecho del mids humilde cudadano.

En la guarda ilustrada anterior, podemos admirar la
tumba de un fundenario egipcio de fines de la época
ramesida. En la pared del fondo, vemos al funcionario y
a su esposa qué observan dos filas de diosecillos acucli-
llados. Inicia la fila de abajo, Horus, cabeza de halcén,
con su disco solar o aten; y la de arriba, Osiris. Encima,
las cobras sagradas sostienen los discos solares; dos cha-
cales de Anubis guardan los atributos de Horus. En
las paredes laterales, aparece Osiris, con la piel verde,
coronada con el atef rayado (signo de divinidad). En el
techo combado, sobresale la imprescindible barca, en la
que el mitico fénix, simbelo de la resurreccién, efeciua-
rd junto con Horus y Atum, el viaje eterno al infinito.
En primer plano, el faradn, vestido de verde, acompa-
fiado del portador del cetro real, del jefe militar (de-
trds del faradn) y de un dignatario, recorre Ia tumba.

Frente a los tesoros culturales de Egipto, uno se
maravilla de cébmo fue posible que hace cuarenta
siglos, un pueblo que sblo disponfa de una esire-
cha faja de tierra feraz, pudiera realizar tales cons-
trucciones que requieren el dominio de una técnica
muy desarrollada, A la base de los mids sencillos
y mis complejos problemas resueltos sabiamente
por los egipcios, estd toda una teoria, que supone
la existencia de una incipienic ciencia matemitica,
cuyo més antiguo y alto exponente es el papiro de
Ahmes, que data de dieciocho siglos antes de Cristo.

NUESTRA PORTADA

El origen de la Aritmética, la primera de las dendas matemdticas, fue la opera-
cién de contar, base del rudimentario comercio del hombre primitivo: ¢l trueque.
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Los origenes empiricos de la matemdtica egipcia la despojaron de las fantasias de la magia. La rigurosa
experiencia como fuente de la Aritmética puede comprobarse en el documente malemitico mis antiguo
Que se posee: el papiro descubierto por Rhind en el siglo XIX, que el escriba Ahmes (A'h-mose) copié en
1650 A. C., do una obra anterior. Este papiro, llamado de Rhind € Ahmes, figura en el Museo Britdnico.

PRELIMINARES

LA NATURALEZA. CUERPOS Y FENOMENOS NATURALES

La Naturaleza es el conjunto de todo lo que existe.

Cuerpo es todo lo que ocupa un lugar en el espacio. Todos los
seres del Universo, como nosotros mismos, los animales, las plantas, el
agua, el aire, un libro, una silla, etc., son cuerpos.

Fenémenos naturales son los cambios o transformaciones que sufren
los cuerpos, El crecimiento de los animales y las plantas, la evaporacién
del agua, la caida de los cuerpos por la atraccién de la gravedad, la com-
bustion de un pedazo de madera, son ejemplos de fenémenos naturales.

VOLUMEN DE LOS CUERPOS

El volumen de un cuerpo estd dado por el lugar que ocupa en el
espacio en un momento determinado.

Observando los cuerpos que se presentan en la Naturaleza y sepa-
rando mentalmente sus cualidades, menos las que se refieren a sus vo-
lumenes, para fijarnos exclusivamente en este atributo comin a todos
ellos, podemos llegar al concepto de volumen.

El concepto de volumen es general. Es decir, no se refiere a ningin
cuerpo determinado, sino al atributo comiin que tienen todos los cuerpos
de ocupar un lugar en el espacio.
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@ LIMITE DE LOS CUERPOS. SUPERFICIE

Pensemos en una pelota de goma en el aire. Imaginemos una onda
esférica que partiendo de su centro vaya irradiando hasta rebasar el limite
de la pelota. Llamamos superficie de la pelota a ese limite donde termina
la pelota y comienza el aire, pero sin incluir ni pelota ni aire. También
se dice que es la superficie del aire en contacto con la pelota.

Llamamos superficie, pues, al limite que separa unos cuerpos
de otros.

" Observando los cuerpos que se presentan en la Naturaleza y sepa-
rando mentalmente todas sus otras caracteristicas, para fijarnos exclusiva-
mente en sus superficies, podemos llegar a tener el concepto de superficie.

El concepto de superficie es general; no se refiere a la superficie
de ningin cuerpo determinado, sino a ese atributo, comin a todos los
cuerpos, de tener un limite que los separa de los demis.

@TRAYECTO ENTRE DOS PUNTOS. LONGITUD. DISTANCIA

Imaginemos dos puntos (1) cualesquie-
ra en el espaciob A y B por ejemplo,
y pensemos en varios de los trayectos
que podrian seguir uno de ellos, si fuese
moévil, para llegar al otro. Se dice que
cada uno de esos trayectos tiene una de-
terminada longitud.

Considerando los trayectos que po-

B drian recorrerse entre dos puntos o entre

muchos pares de puntos, y fijdndonos ex-

clusivamente en que cada uno representa

una longitud, separemos mentalmente toda

otra caracteristica o cualidad de los mis-

mos y podremos llegar asi al concepto de
PeueA.: | longitud.

De todos los trayectos que se pueden
recorrer entre dos puntos, €l mis corto de todos tiene una especial signi-
ficacion. Se le suele llamar el menor trayecto, la menor distancia, o
sencillamente la distancia entre esos dos puntos. En el caso de la figura,
se lee distancia AB.

FIGURA 2

(I) Un punto es una simple posicién en el espacin. Carece, pues, de volumen.
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Prolongando indefinidamente esta distancia sobre su misma direccién
y en ambos sentidos, podrfamos tener una idea de lo que en Geometria
se conoce como linea recta o simplemente recta. En este caso, la primitiva
distancia entre los dos puntos viene a ser un segmento de esta recta
(segmento AB, figura 2).

Si la distancia se prolongase en un solo sentido indefinidamente,
tendriamos una idea de lo que se conoce como semirrecta (figura 3). Suele
decirse que A es el origen de la semirrecta.

A B

i
| =

-

DIMENSIONES DE LOS CUERPOS

Consideremos un cuerpo de forma regular, como un ladrillo (figu-
ra 4); y determinemos en él tres pares de puntos, Ay B; By C,yCy D.

Las distancias AB, BC y CD, se dice que
representan las dimensiones de ese cuerpo. La
distancia AB representa la primera dimensién
(largo); la distancia BC representa la segunda
dimensién (ancho), y la distancia CD representa
la tercera dimension (profundidad).

Sobre otros cuerpos similares pueden consi-

derarse también tres pares de puntos tales que -
sus respectivas distancias sean perpendiculares
entre si en el espacio. Ellas representarin las [ S

dimensiones de esos cuerpos.

Todos los cuerpos tienen tres dimensiones, aun cuando no sea tan
ficil de determinar como en el ladrillo; en cuerpos de forma esférica
como una bola de billar, o de forma irregular como un pedazo de roca,
se pueden determinar las tres dimensiones, s6lo que resulta un poco mis
dificil esta determinacion.

FIGURA 5
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@CANTIDAD DE MATERIA QUE CONTIENE UN CUERPO
MASA MATERIAL. PESO

MASA MATERIAL

Con frecuencia se definen también los cuerpos como porciones limi-
tadas de materia (0, lo que no contradice, en modo alguno, la definicion
dada anteriormente.

La cantidad de materia que tiene un cuerpo se llama masa material
de ese cuerpo.

Tomemos dos pedazos de hierro que tengan el mismo volumen a
la temperatura ambiente. Ambos tienen la misma cantidad de materia
(la misma masa material), por ser también igual la sustancia que los
forman (hierro). Apliquemos calor a uno de ellos, al B, por ejemplo.
Aumentard de volumen.en virtud del fenémeno fisico llamado dilatacion
de los cuerpos por el calor. Tenemos entonces dos cuerpos, A y B’, con
la misma cantidad de materia y distinto volumen.

Si pudiésemos disminuir en el cuerpo caliente B’, la porcién aumen-
tada hasta igualar su volumen con el cuerpo A, tendriamos dos cuerpos
con el mismo volumen y distinta cantidad de materia.

Observando los cuerpos que se presentan en la Naturaleza y sepa-
rando mentalmente todas sus otras cualidades, para fijarnos exclusivamente
en el atributo comin a todos los cuerpos de estar formados por materia,
llegamos al concepto de masa material.

A

FIGURA & |

No es posible determinar directamente la cantidad de materia que
contiene un cuerpo; pero se sabe que mientras mayor es la masa material
de un cuerpo, mayor es la atraccién que la gravedad ejerce sobre €1, es
decir, mayor es su peso. Esta relacién entre la masa material y el peso
es constante y proporcional.

Observando los cuerpos que se presentan en la Naturaleza y sepa-
rando mentalmente todas sus otras cualidades, para fijarnos exclusivamente

() La nodén de materia es también un concepto intuitivo. Piénsese, sin embargo, en
la sustancia de que estin hechas todas las cosas.
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en la atraccidon que la gravedad ejerce sobre ellos, llegamos al conceplo
de peso.

Debido a la relaciéon constante que existe entre la masa material
de un cuerpo y su peso, hasta el punto de expresarse con el mismo ni-
mero (661), nosotros prescindiremos en esta obra de hablar de un modo
sistematico de la masa material de los cuerpos, para referirnos sélo a su
peso. Pero téngase presente que los de masa material y de peso son dos
conceptos distintos.

PLURALIDADES

Consideremos los cuerpos que se encuentran en una habitacién en
un momento dado. Constituyen lo que se llama un conjunto de cuerpos.

Imaginemos otros conjuntos de cuerpos como los libros que estin
sobre una mesa o las frutas que hay en una cesta. Imaginemos inclusive,
conjuntos de entes inmateriales como las ideas de un razonamiento.

Observando los conjuntos de cuerpos o de enies inmateriales que se
puedan considerar en la Naturaleza y separando mentalmente todas sus
caracteristicas particulares para fijarnos exclusivamente en su condicion
de ser conjuntos de cosas, llegamos al concepto de pluralidad. El con-
cepto de pluralidad, que es un cuncepto inwiuvo, coincide, pues, con el
concepto genérico de conjunto; pero reservaremos el término conjunto
para designar los conjuntos de cosas, es decir, en su acepcion especifica,
v el de pluralidad para su acepcion genérica.

El de pluralidad es, pues, un concepto general. No se refiere a la
pluralidad de ningin conjunto determinado, sino al atributo comin a
todos los conjuntos de estar integrados por entes, materiales o no.

Podemos pensar también en pluralidades de ciertor cuerpos como
pluralidades de naranjas, pluralidades de lipices, pluralidades de puntos.
Estos conceptos siguen siendo generales, pues no se refieren a ningiin
conjunto determinado de naranjas, ni de Lipices, ni de puntos: pero su
generalidad es menor, desde luego, que la del concepto de pluralidad,
porque excluye de su connotacion todos los conjuntos que no sean de
naranjas, liapices o puntos.

ABSTRACCION. CONCEPTOS ABSTRACTOS

El proceso intelectual mediante el cual separamos mentalmente las
cualidades particulares de varios objetos para fijarnos exclusivamente en
uno o en varios atributos comunes a todos ellos, recibe el nombre de
abstraccion. El concepto que es resultado de una abstraccién recibe el
nombre de concepto abstracto().

(1) En rigor, la operacién mental que nos conduce al concepto se llama generalizacién sim-
ple. 12 abstracciénm es sblo el instrumento mental con el cual aislamos los atribuos que

queremos TECORET en ese conceplo.
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Los conceptos de volumen, superficie, longitud, masa material, peso
y pluralidad de cosas, son conceptos abstractos, pues son el resultado de
abstracciones, como puede apreciarse al releer los pdrrafos anteriores.

Otro importantisimo concepto abstracto es el de nuimero, que estu-
diaremos en el préximo Capitulo.

@ MAGNITUDES Y CANTIDADES

Los conceptos abstractos de volumen, superficie, longitud, masa mate-
rial, peso, pluralidad, pluralidad de cosas, tiempo, temperatura, velocidad,
fuerza, amplitud angular, reciben ¢l nombre de magnitudes.

Los casos especificos o concretos, que por observaciéon y abstraccion
de los cuales hemos llegado a los conceptos abstractos antes menciona-
dos, se llaman cantidades. Asi, son cantidades: el volumen de este libro,
la superficie de mi pelota, la longitud de aquel camino, los alumnos de
esa aula, el tempo que hace que naci6 Newton, la velocidad de ese
automovil, etc.

Noétese que dos 0 mis casos particulares correspondientes a la misma
magnitud pueden compa-
rarse, pudiendo determinar-
se si son iguales o no. Se
pueden comparar, por ejem-
plo, la longitud de un ldpiz
con la longitud de una re-
- gla, y determinarse si esas
I = [ longitudes son iguales o

desiguales.

Magnitudes son, pues, los conceptos abstractos en cuyos estados par-
ticulares (cantidades) puede establecerse la igualdad y la desigualdad.

Cantidades son los estados particulares de las magnitudes,

Los de magnitud y cantidad son a su vez conceptos abstractos.

-~ . -
" : -

CLASES DE MAGNITUDES

Atendiendo a su naturaleza las magnitudes pueden ser continuas
y discontinuas.

Magnitudes continuas son aquellas que, como la Igngitud y el volu-
men, dan idea de totalidad, sin partes o elementos naturales identifi-
cables. Otras magnitudes continuas son: la superficie, la masa material,
el tiempo, la presion, la fuerza electromotriz, el peso, la temperatura,
la velocidad.

Magnitudes discontinuas son las pluralidades de cosas (7), como las
pluralidades de libros, de mesas, de rectas, etc. Estas magnitudes también
se llaman discretas.

Las magnitudes también se dividen en escalares y vectoriales.
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Magnitudes escalares son las que no poseen direccién, como la lon-
gitud, el peso, el 4rea, el volumen, el tiempo. Estas magnitudes quedan
completamente definidas por un ndmero que expresa su medida.

Asi, la longitud es una magnitud escalar, porque diciendo que una
regla tiene, por ejemplo, 20 cm, queda perfectamente determinada la
longitud de la regla.

Magnitudes vectoriales son las que poseen direccion y sentido, como
la fuerza y la velocidad. Para que estas magnitudes queden definidas no
basta conocer su valor, representado por un nimero, sino que €s nece-
sario, ademas, conocer su direccién y su sentido. Si yo digo, por ejemplo,
que la velocidad de un moévil es 4 cm por segundo (lo que quiere decir
que recorre 4 cm en cada segundo), con esto sélo, no queda definida la
velocidad, pues para ello tendré que especificar cudl es la direcdén que
sigue el mévil en su movimiento, por ejemplo, vertical, y en qué sentido
se mueve, por ejemplo, de abajo a arriba.

CLASES DE CANTIDADES

Segin sean estados particulares de una u otra clase de magnitud, las
cantidades pueden ser continuas, discontinuas, escalares y vectoriales.

Cantidades continuas son los estados particulares de magnitudes con-
tinuas, como el volumen de una naranja, la longitud de una carretera,
la temperatura de mi cuerpo, la velocidad de un cohete.

Cantidades discontinuas o discretas son los estados particulares de
magnitudes discontinuas, como los alumnes de un colegio, las hojas de
un libro, las pelotas que hay en una caja

Cantidades escalares son los estados particulares de las magnitudes
escalares, como la longitud de un lépiz, el 4rea de una sala, el volumen
de un cuerpo.

Cantidades vectoriales son los estados particulares de las magnitudes
vectoriales, como la velocidad de un corredor, la velocidad de un automévil.

Cantidades homogéneas son las cantidades de una misma magnitud,
como el volumen de una piedra y el volumen de una caja; canridades
heterogéneas son cantidades de distintas magnitudes, como la longitud de
un terreno y el peso de una persona.

EJERCICIO 1

Mencione cinco ejemplos de cuerpos animados, cinco de cuerpos inani-
mados, cinco de CLTS €xtraterrestres.

g?;:m cuerpos una piedra y una gota de agua? (Qu¢ diferencia hay entre
ellos?

¢Existe algtin cuerpo en la Naturaleza que carezca de volumen?

¢Qué¢ diferencia hay entre la superficie de un cuerpo sélido y la super-
ficie de un liquido?

¢Qué se quiere decir al expresar que el concepto de superficie es general?

'.""'F"‘.N-‘!"v

n
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LA CIENCIA MATEMATICA

Cuando consideramos las cantidades, es decir, los estados particulares
de las magnitudes, podemos apreciar no solo que pueden ser objeto de
comparacién y determinar igualdad o desigualdad entre esos estados, sino
las variaciones que puede sufrir un mismo estado para tomar otros, en
virtud de los fenémenos naturales (1) (distancia entre dos moviles que
aumenta o disminuye; volumen de un solido que se hace mavor por
la accion del calor; presion de un gas encerrado que varia al variar su
volumen. . .).

La Ciencia Matematica tiene por objeto el estudio tanto de las mag-
nitudes como de las cantidades, que son las variaciones de aquélla en el
tiempo y en espacio (estados particulares).

@ CLASIFICACION DE LA CIENCIA MATEMATICA

Los criterios que generalmente se fijan para clasificar la Ciencia
Matematica en elemental y superior son algo arbitrarios.

Las tres ramas mejor caracterizadas de la Ciencia Matemdtica son,
en general, la Aritmética, el Algebra y la Geometria. Mas, siguiendo un
critério cuantitativo (suma total de asuntos estudiados) y otro cualitativo
(complejidad de los asuntos objeto de estudio), cualquiera de estas tres
ramas presenta una seric de niveles que pueden orientarse hacia lo ele-
mental o hacia lo superior.

FORMA EN QUE SE CONSTITUYE LA CIENCIA MATEMATICA

@ CONCEPTOS INTUITIVOS

En toda consideracion sobre el cardcter de una ciencia, hay que dis-
tinguir entre objetos y sus relaciones y propicdades de los objetos y sus
relaciones.

Objeto, desde el punto de vista de la ciencia, no tiene que ser nece-
sariamente una cosa material. Es objeto un libro; pero es objeto también
el espacio, un razonamiento, un punto geométrico. Es decir, son objetos
aquellos datos o sistemas de datos que se presentan a nuestra experiencia
con cierta perdurabilidad o identidad a través del tiempo.

La inteligencia humana tiene conocimiento de los objetos de diversas
maneras. Hay conocimientos puramente intuitivos, es decir, conocimientos
que logramos por intuicién sensible, por contacto directo con los objetos
sin que medien para ello otros conocimientos anteriores. L.a mente los
capta sin razonamiento alguno. De este tipo es el conocimiento de espacio,
materia, unidad, pluralidad, ordenacién y correspondencia, entre otros.

Estos conocimientos reciben el nombre de conceptos primitivos o
intuitivos y también el de nociones intuitivas, y tienen mucha importancia
como fundamento de la Ciencia Matemitica.
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DEFINICIONES

La definicion expresa una nocién compleja mediante la enumeracion
de las nociones més simples que la integran. Por eso se dice que los objetos
representados por las nocionés intuitivas no son definibles, por no existir
nociones previas que las integren.

Son ejemplos de definiciones:

Cantidad es el estado de una magnitud.

Tridngulo es el poligono de tres lados.

@ PROPIEDADES

Las propiedades de los conceptos primitivos y de los conceptos defi-
nibles forman, por decirlo asi, toda la armazén teérica de la Ciencia
Matemitica y se enuncian en forma de proposiciones légicas, evidentes
o no. Estas propiedades son los postulados y los teoremas.

POSTULADOS

Del mismo modo que existen los conceptos primitivos, hay ciertas
propiedades fundamentales de cardcter también intuitivo y, por tanto,
de captacion espontdnea. Son los postulados.

Postulado es una verdad intuitiva que tiene suficiente evidencia para
ser aceptada como tal.

Son ejemplos de postulados:

Todo objeto es igual a si mismo.

La suma de dos niimeros es tinica.

(1) Teorama

Hay otras propiedades que han ido surgiendo a partir de un corto
numero de propiedades intuitivas. Tienen un cardcter eminentemente
deductivo; requiriéndose este tipo de razonamiento logico (demostracion)
para que puedan ser aceptados con el cardcter de verdades absolutas. Son
los teoremas.

Teorema es, pues, una verdad no evidente, pero demostrable.

Son ejemplos de teoremas:

Si un nimero termina en cero o en cinco es divisible por cinco.

§i un numero divide a otros varios divide también a su suma.

Tanto el teorema como el postulado tienen una parte condicional
(hipétesis) y una conclusién (tesis) que se supone se cumple caso de tener
validez la hipétesis. En el postulado este cumplimiento se acepta tdcita-
mente, En el teorema es necesaria la demostracién, que consiste en una
serie de razonamientos eslabonados, los cuales se apoyan en propiedades
intuitivas (postulados), en otros teoremas ya demostrados o en ambos.
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\
@ LEMA

Es un teorema que debe anteponerse a otro por ser necesario para
la demostracién de este iltimo.

@ COROLARIO

Es una verdad que se deriva como consecuencia de un teorema.

(21) RECIPROCO

Reciproco de un teorema es otro teorema cuya hipdtesis es la tesis
del primero (llamado teorema directo) y cuya tesis es la hipotesis del
directo. Ejemplo:

Teorema directo: Si un nmimero termina en cero o en cinco (hipte-
sis), serd divisible por cinco (tesis).

Teorema reciproco: 8i un nimero es divisible por cinco (hipdtesis),
tiene que terminar en cero © en cinco (tesis).

No siempre los reciprocos son ciertos; para que sean ciertos tienen
que cumplir determinadas condiciones,

22 ) ESCOLIO
@

Es una advertencia u observacién sobre alguna cuestién matemdtica.

@ PROBLEMA

Es una cuestién prictica en la que hay que determinar cantidades
desconocidas llamadas incognitas, por medio de sus relaciones con canti-
dades conocidas, llamadas datos del problema.

] COMCEPTOS FROPIEDADES

} =
CAPTACION Conceptos l Postulados
ESPONTAMEA intuitivos
I
ELABORACION

Definiciones

RACIONAL
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NOCIONES SOBRE CONJUNTOS

UNIDADES

La observacion de un solo ser u objeto, considerado aisladamente,
como una persona, una silla, un pizarron, un libro, nos da la idea
de unidad.

Estos ejemplos que hemos puesto de unidades son de muy diversa
naturaleza y propiedades, pero todos ellos uenen de comun que 'son una
sola cosa de su especie. La palabra uno se aplica a cualquiera de esos seres
tan diversos, prescindiendo de sus cualidades especiales. En este caso,
efectuamos también una abstraccion (8B).

PLURALIDAD, CONJUNTO Y ELEMENTO

Ya hemos visto (7) que el de pluralidad es un concepto genérico y
el de conjunto, especifico.

Pueden considerarse las pluralidades (genéricamente hablando) como
magnitudes discontinuas, y los conjuntos, como las cantidades correspon-
dientes a esas magnitudes. Asi puedo hablar en general de la pluralidad
de libros (magnitud), y del conjunto que forman los libros de mi biblio-
teca (cantidad).

13
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Los entes que integran un conjunto pueden ser materiales o no.
Asi, los alumnos de una clase, los libros de una biblioteca, las naciones
de América, los miembros de una familia, son conjuntos formados por
entes materiales; mientras que los puntos de una recta, las rectas de un
plano, los vértices de un poligono, las ideas de un razonamiento, son
conjuntos formados por entes inmateriales.

Cada uno de los seres u objetos que intcgran un conjunto ¢s un
elemento del conjunto. Asi, cada uno de los alumnos de una clase es un
elemento del conjunto formado por los alumnos de esa clase; cada uno
de los vértices de un poligono es un elemento del conjunto formado por
todos los vértices de dicho poligono. Como vemos, la nocion de elemento
coincide con la de unidad.

Tanto el de unidad como el de conjunto y el de pluralidad son
conceplos intuitivos.

Para ulteriores desarrollos tiene suma importancia, el siguiente pos-
tulado que ha sido llamado Postulado Fundamental de la Aritmética.

A todo conjunto se le puede anadir o quitar uno de sus elementos.

ELATIVIDAD DE LOS TERMINOS CONJUNTO Y ELEMENTO

Los términos conjunto y elemento son relativos. Lo que es conjunto
con relacion a unidades inferiores, puede ser considerado como unidad
con rclacion a un conjunto superior. Asi, una docena es un conjunto con
relacion a las doce cosas que la integran; pero con relacién a la gruesa,
que consta de doce docenas, la docena es un elemento.

CLASES DE CONJUNTOS

Considerados aisladamente, los conjuntos pueden ser homogéneos y
heterogéneos; ordenables o no prdenables; finitos e infinitos; de elementos
naturales y de elementos convencionales. Al comparar conjuntos puede
suceder que éstos sean iguales o no iguales; coordinables y no coordinables.

COMNJUNTOS HOMOGEMNEOS Y HETEROGEMNEOS

Suele deairse que un conjunto es homogéneo cuando los elementos
que lo integran son de la misma especie y heterogéneo cuando sus elemen-
tos no son de la misma especie.

Sin embargo, el concepto de especie estd sujeto al criterio de homo-
geneidad que se considere, Este criterio debe fijarse claramente.

COMJUNTOS ORDEMNABLES Y NO ORDEMNABLES

Siempre que en un conjunto pueda fijarse un criterio de ordenacion
tal que permita determinar la posicion de un elemento con respecto a los
demds, se dice que es ordenable. Los alumnos de un aula constituyen un
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conjunto ordenable con respecto a su estatura, a su edad o a su aprovecha-
miento €n matemaitica.

Conjunto no ordenable es aquél en el cual no se puede fijar tal crite-
rio. Las moléculas de un gas constituyen un conjunto no ordenable, debido
a que el constante movimiento que realizan no permite establecer una or-
denacién entre ellas.

COMNJUNTOS FINITOS E INFINITOS

Cuando todos los elementos de un conjunto ordenable, sean o no
entes materiales, puedan ser considerados uno por uno, real o imagina-
riamente en determinado tiempo, se dice que el conjunto es finito.

Asi, el conjunto de las naciones de América es finito, porque pode-
mos enunciarlas a todas, una por una, en un tiempo determinado; el
conjunto de los alumnos de un aula es finito, porque yo puedo designar
a cada uno por su nombre en un tiempo determinado.

Son infinitos los conjuntos en los que no se cumplen las condiciones
anteriores. Es decir, los conjuntos en los cuales si se intentase considerar
uno por uno sus elementos, real o imaginariamente, esta operacibn no
tendria fin en el tempo.

Son infinitos los puntos de una recta; las rectas que pueden pasar
por un punto; los didmetros de una circunferencia, etc.

CONJUNTOS DE ELEMENTOS NATURALES
Y DE ELEMENTOS CONYENCIONALES

Son conjuntos de elementos naturales las cantidades discontinuas, como
los ldpices de una caja y los empleados de una oficina. En estos conjuntos,
los elementos son perfectamente identificables de un modo natural.

Cuando una cantidad continua ha sido real o imaginariamente seccio-
nada en elementos artificiales iguales, el conjunto de estos elementos se
comporta de un modo similar a las cantidades discontinuas. Se dice en-
tonces, que forman un conjunto de elementos convencionales.

COMPARACION DE COMJUNTOS. CONJUNTOS IGUALES
CONJUNTOS PARCIALES. CONJUNTOS NO IGUALES

Al comparar dos conjuntos K y L, puede suceder:

19 Que todo elemento del conjunto K esté en el conjunto L y
viceversa.

22 Que K y L tengan alguno o algunos elementos comunes.

3° Que K y L no tengan ningin elemento comun.

En el primer caso, se dice que los conjuntos son iguales. El conjunto
formado por las letras A, B, C y D es igual al conjunto formado por las
letras D, C, B y A.
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Primer Case Segundo Caso R
Conjunto K B X
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FIGURA 9

En el segundo caso se dice que el conjunto tormado por los elementos
comunes es parcial con respecto a K y parcial con respecto a L. Asl, el
conjunto formado por las letras D, E, F y G es parcial con respecto al
conjunto formado por las letras A, B, C, D, E, F y G, y es también parcial
con respecto al conjunto formado por las letras D, E, F, G, H e 1.

En el tercer caso, se dice que el conjunto K y el conjunto L son dos
conjuntos no iguales. El conjunto formado por las letras A, B, C,-D y E,
es un conjunto no igual al formado por las letras F, G, H, 1 y J.

CONJUNTOS COORDINABLES Y NO COORDINABLES
Véanse niimeros 28 y 29.

> EJERCICIO 2

1. Cite cinco ejemplos de unidades materiales.
2. Cite cinco ejemplos de unidades inmateriales.
g Cite cinco conjuntos que conozca.

4. Cite tres ejemplos de conjuntos iguales.

CORRESPONDENCIA ENTRE ELEMENTOS
El ejemplo siguiente ilustra este concepto.

En la sala de una casa hay un conjun-
to de personas integrado por Carlos, Juan,
Pedro y Roque, y en la sombrerera un con-
junto de sombreros. Al marcharse, cada
persona toma un sombrero, de este modo: P

Cada persona ha tomado un sombrero y cada sombrero pertenece a
una persona distinta, sin que quede ninguna persona sin sombrero ni nin-
gun sombrero sin duefio. En este caso decimos que entre el conjunto de
las personas y el conjunto de los sombreros existe una correspondencia
perfecta o biunivoca que también se llama coordinacién.
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Cuando se establece una coordinacién, se llaman elementos homélogos
a los elementos que se corresponden. Asi, en el ejemplo anterior son ele-
mentos homologos: Carlos y sombrero negro; Juan y sombrero carmelita;
Pedro y sombrero gris; Roque y sombrero azul.

Generalizando la nocién ilustrada con el ejemplo anterior podemos
decir que:

Dos conjuntos son coordinables cuando entre sus elementos puede
establecerse una correspondencia biunivoca o perfecta, de modo que a
cada elemento del primer conjunto corresponda uno y sélo un elemento
del segundo conjunto, y a cada elemento del segundo conjunto corres-
ponda uno y-sdlo un elemento del primer conjunto.

A los conjuntos coordinables se les llama también equivalentes.

CON.IUNTOS NO COORDINABLES

Cuando entre dos conjuntos no puede establecerse una corresponden-
cia perfecta, porque sobran elementos de uno de los conjuntos, los con-
juntos son no coordinables.

Asi, si en una clase entra un conjunto de alumnos y después de
ocupar todas las sillas del aula quedan algunos alumnos de pie, el con-
junto de los alumnos no es coordinable con el conjunto de las sillas
del aula.

@ ALGUNOS POSTULADOS SOBRE LA COORDINACION
DE CONJUNTOS

1) Si a cada uno de dos conjuntos coordinables se afiade o suprime
un elemento, los conjuntos que resultan son coordinables.

COMJUNTOS lar. CASO 1do. CASO
A C A C E A B C
IS8~ g3t l 3

2) Dados dos conjuntos finitos, 0 son coordinables o uno de ellos
es coordinable con parte del otro.

Tenemos un conjunto de pomos y un conjunto de tapas. Si inten-
tamos colocar una tapa a cada pomo, puede suceder lo siguiente:

a) Cada pomo queda con su tapa.
b) Algunos pomos se quedan sin tapas.
c) Después de tapar todos los pomos, sobran algunas tapas.
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En el primer caso los dos conjuntos son coordinables.

En el segundo caso una parte del conjunto de pomos es coordinable
con el conjunto de tapas.

En el tercer caso una parte del conjunto de tapas es coordinable con
el conjunto de pomos.

3) Si dos conjuntos finitos estin coordinados de cierta manera, la
coordinacién siempre serd posible de cualquier otro modo que se ensaye.

A continuacién exponemos tres modos (de los muchos que hay) de
coordinar los conjuntos ABCDE y MNOPQ:

) WARSEE 201008 35T

Corolario: Si dos cnnjunms finitos no son coordinables de un cierto
modo, la coordinacion nunca serd posible, cualquiera que sea el modo
de cnsayarla.

Tenemos un conjunto de ldpices en un aula. Repartimos los ldpices
dando uno a cada alumno y al final quedan varios alumnos sin lpices, lo
que indica que el conjunto de ldpices no es coordinable con el conjunto
de alumnos. Si entonces recogemos todos los ldpices y los distribuimos de
otro modo, dando siempre uno a cada alumno, es evidente que al final
quedard el mismo nimero de alumnos sin ldpices que antes.

#  EJERCICIO 3

I Coordine de todos los modos posibles los conjuntos formados por las
letras de las palabras casa y mesa; rosal y plato.

2 Explique cudindo serdn coordinables un conjunto de sombreros y un con-
junto de personas; un conjunto de sillas y un conjunto de personas; un
conjunto de alumnos y un conjunto de suspensos.

3 Explique cuindo no son coordinables un conjunto de alumnos y un
conjunto de sobresalientes; un conjunto de soldados y un conjunto de
rifles; un conjunto de automdéviles y un conjunto de choferes.

4. ¢Son coordinables los conjuntos de letras cama y mesa; Addn y nada;
tabla y bala; toca y tacon?

T—m

0 —m
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CARACTERES DE LA COORDINACION DE CONJUNTOS

Caridcter idéntico: Todo conjunto es coordinable con si mismo.

Cardcter reciproco: 8i un conjunto es coordinable con otro, ese otro
conjunto es coordinable con el primero.

Caricter transitivo: Si un conjunto es coordinable con otro, y éste
es coordinable con un tercero, el primero es coordinable con el tercero.

@SUCI‘SIOH FUNDAMENTAL DE CONJUNTOS
La serie o sucesién de conjuntos finitos
i A AB; ABC; ABCD ABCDE...

e o N—— s
conjuuto conjunto
vacio de umn
L4

~

amplisciones del

concepto de comjunto
en la cual cada conjunto tiene un elemento mas que el conjunto anterior
y en la que puede suponerse que A es un conjunto de un solo elemento, que
tiene un elemento més que el conjunto nulo anterior o conjunto que carece
de elementos, representa la sucesion fundamental de los conjuntos finitos.

Afadiendo un elemento a un conjunto cualquiera de la sucesién
fundamental, que eventualmente quisiera considerarse como ¢l tltimo (25),
obtenemos uno mayor (siguiente). Afiadiendo a éste un elemento mis,
obtenemos el que le sigue, y asi sucesivamente.

En esta sucesion no hay dos conjuntos que sean coordinables entre
si. Por tanto, todo conjunto finito cualquiera es coordinable con uno y
s6lo con uno de la sucesion fundamental.

Por lo general, para representar la sucesion fundamental de con-
juntos finitos se utilizan las letras maysculas del alfabeto, en la forma
ilustrada arriba.

EL NUMERO MNATURAL

CONCEPTO DE NUMERO NATURAL

La figura 12 rcpresenta un conjunto de ruedas y un conjunto de
cajas, coordinable a la vez con el conjunto A, B, de la sucesion funda-
mental, y, por tanto, coordinables entre si.

En la figura 13 representamos varios conjuntos coordinables a la
vez con el conjunto A, B, C, de la sucesion fundamental, v, por tanto,
coordinables entre si.

En la figura 14 representamos varios conjuntos coordinables con el
conjunto A, B, C, D, de la sucesién fundamental, y, por tanto, coordi-
nables entre si.
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A B

C]OS [-res Cuclro
2 3 4
FIGURA 12 ‘ L FIGURA 13 FIGURA 14

Pudiésemos continuar con ejemplos similares y representar conjuntos
de cosas que fuesen coordinables respectivamente a su vez, con los con-
juntos de la sucesion fundamental: A, B, C, D, E; A, B, C, D, E, F, ...,
etcétera. Pudiésemos también representar varios “conjuntos de un solo
elemento” que fuesen coordmables con el conjunto A de la sucesion
fundamental. Inclusive pudiésemos imaginar varios conjuntos vacios, que
vendrian a ser coordinables con el conjunto nulo de la sucesién funda-
mental (32).

La coordinacién de los conjuntos representados en la figura 12, hace
surgir en nuestra mente la idea del dos.

La coordinacién, en la figura 13, hace surgir la idea del tres; y en la
figura 14, la idea del cuatro.

Puede comprenderse que en forma similar y con otros ejemplos,
podemos hacer surgir en nuestra mente, la idea del cinco, del seis. .., asi
como del uno y del cero,

Los conceptos de cero, de uno, de dos, de tres, de cuatro, de cinco,
de seis. .., etc., son conceptos abstractos, y representan, respectivamente,
la propiedad comiin a todos los conjuntos coordinables enjre si. Se dice
que los conceptos de cero, de uno, de dos, de tres, etc, son nihameros
naturales.

Niimero natural es, pues, un concepto abstracto que simboliza cierta
propiedad comin a todos los conjuntos coordinables entre si.

@ SERIE DE LOS NUMEROS NATURALES

Se ha visto que cada conjunto de la sucesion fundamental representa
un 1wimero. Esos niimeros los llamamos cero, uno, dos, tres, cuatro, cin-
co, erc., y los representamos 0, 1, 2, 3, 4, 5, etc., de este modo:
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Conj. nulo; A; A,B; A,B,C; A,B,C,D; ABCDE;...

ae— - et >
cero uno h&os tres cuatro cinco
Q 1 2 3 = 5

y esta sucesién o serie infinita es lo que se llama serie de los nimeros
naturales o serie natural de los nimeros.

ESCOLIO

Dado lo dificil del concepto, se incurre muchas veces en el error de
creer que las palabras cero, uno, dos, tres, cuatro, etc., y los signos 0, 1, 2,
3, 4, etc, son los nimeros naturales, lo cual no es cierto. Esas palabras
y esos signos no son los nimeros naturales sino solamente el medio de
que nos valemos para expresar y representar los niimeros naturales (del
mismo modo que un caballo representado en un cuadro no es un caballo,
sino la representacién o imagen de un caballo).

Asi, jqué es tres? Una palabra con la cual expresamos la pluralidad
comiin a toda la serie de conjuntos coordinables entre si y con el conjunto
A, B, C de la sucesiébn fundamental.

¢Qué es 62 Un signo con el que representamos en la escritura la plu-
ralidad comin a toda la serie de conjuntos coordinables entre si y con el
conjunto 4, B, C, D, E, F de la sucesién fundamental.

@ OPERACION DE CONTAR
La coordinacién de conjuntos es una operacion que con frecuencia se
realiza. Por ejemplo:

El administrador de un teatro que quiere que cada uno de los
espectadores que asistan a una funcion tenga su asiento de modo que no
queden espectadores de pie ni tampoco asientos vacios, tiene que coordi-
nar el conjunto de los espectadores con el conjunto de los asientos. Para
ello, manda a hacer tantas entradas como asientos hay en el teatro y va
entregando una a cada espectador que viene a comprarla a la taquilla.
Cuando se entregue la tltima entrada a un espectador, ya estardn ocupa-
dos todos los asicntos, o sea, que el conjunto de los espectadores y el
conjunto de los asientos estaran coordinados.

En este caso, lo que ha hecho el administrador del teatro ha sido coor-
dinar el conjunto de los espectadores con el conjunto de las entradas, que
a su vez era coordinable con el conjunto de los asientos del teatro, o sea,
que hemos contado tantos espectadores como asientos hay en el teatro,
utilizando para ello como conjunto de referencia o tipo de comparacion
el conjunto de las entradas.

Para contar los objetos y coordinar conjuntos cuando sea necesario,
se utiliza como conjunto de referencia un conjunto fijo que es el conjunto
de los numeros naturales.

Contar un conjunto es coordinar sus elementos con una parte de la
serie de los nimeros naturales comenzando por el 1.
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l Eiem Paro contor las letros I i
E de la palabra latino, 1 L L z

procedemos asi:

coordinar el conjunto de letras
con el conjunto de los nime-

Lo que hemos hecho ha sido
o
5} ros naturales del 1 al é.

OPERACION DE MEDIR

Cuando una cantidad continua ha sido real o imaginariamente seccio-
nada en elementos artificiales iguales, el conjunto de estos elementos se
comporta de una manera similar a las cantidades discretas y puede, por
tanto, ser objeto de conteo.

El agua contenida en un recipiente (cantidad discreta) puede vaciarse
en una serie de frascos iguales para después contar los frascos que resultan
llenos, es decir, las porciones de agua contenidas en aquél.

La distancia entre dos puntos (cantidad continua) puede ser también
seccionada en partes iguales por varios puntos, para luego contar las dis-
tancias entre cada dos puntos consecutivos.

Medir es comparar dos cantidades homogéneas. Supongamos la lon-
gitud de una mesa y la longitud de una regla (cantidades homogéneas).
Llevemos la longitud de la regla sobre la longitud de la mesa, y supon-
gamos que cabe exactamente doce veces. Hemos medido la longitud de
la mesa con la longitud de la regla. Una de las cantidades, en este caso la
longitud de la regla, se llama unidad de medida. La otra cantidad es la
cantidad que se mide. Pudiera medirse también en forma similar la super-
ficie de la pizarra con la superficie de una hoja de papel; el peso de un
libro con el peso de otro libro, etc.

A diferencia de lo que sucede con las cantidades discretas, las unidades
de medida no son” naturales, sino convencionales.

@NUMERDS ABSTRACTOS Y CONCRETOS

El nimero abstracto es el mimero propiamente dicho. Asf, 1 (uno),
5 (cinco), 18 (dieciocho) representan niimeros abstractos.

Cuando coordinamos los elementos de un conjunto homogéneo de
cosas (cantidad discontinua), digamos, por ejemplo, los limones que hay
en una caja, con una parte de la serie de nimeros naturales (abstractos),
comenzando por el uno, es decir, cuando contamos los elementos de un
conjunto homogéneo de cosas (36), el resultado es un nimero concreto.

Cuando coordinamos los elementos iguales determinados artificial-
mente en una cantidad continua por medio de una medicién, pongamos
por caso, la longitud de un pedazo de soga que al medirse con la longitud
de un metro ha quedado imaginariamente seccionado en cuatro porciones
iguales a la longitud de él, con una parte de los niimeros naturales, comen-
zando por el uno, estamos, en cierta forma, contando también. Sélo que
en este caso, las unidades no son naturales, como sucede con las cantidades
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discontinuas, sino comvencionales (27), y la coordinacion se va electuando
al mismo tiempo que la medicion, es decir, al mismo tiempo que la
comparacion de la unidad de medida (convencional) con la cantidad que
se mide, En este caso el resultado es también un nmimero concreto.

Este tipo de nimero concreto se representa también por el cardinal
abstracto correspondiente a la parte de los nimeros naturales empleada
para la coordinacion y ¢l nombre de la unidad convencional utilizada para
medir la cantidad continua.

Si en esta medicion se llegd al nimero cuatro, se dice cuatro metros
y se escribe 4 metros. Este es, pues, un nimero concreto.

Otros numeros concretos son 25 sillas, 32 wvacas, 150 kilometros,
16 kilogramos.

SERIES DE NUMEROS CONCRETOS

Cuando se tiene una serie de dos o mds nimeros concretos pucde
suceder que sean homogéneos o heterogéneos.

Son homogéneos los nimeros concretos que representan estados de
la misma magnitud. Por ejemplo:

| - B met

g i o gramos; 4 0s
Los nimeros complejos o denominados podemos definirlos como las
series de nimeros concretos homogéneos que representan estados de la
misma magnitud continua, expresados en distintas unidades concretas
pertenecientes a un mismo sistema de medida. Asi, 6 metros, 8 decime-

tros y 4 centimetros es un nimero complejo o denominado.

NUMERO CARDINAL

Cuando contamos los elementos de un conjunto, el nimero que
corresponde al tltimo elemento se llama néimero cardinal del conjunto.

El niumero cardinal del conjunto T“irIIITI
MNPQRSTUV es 9 porque 7 L

El numero cardinal de un conjunto representa el conjunto.

@CAIACTER!S DEL NUMERO CARDINAL

1) EI nimero cardinal de un conjunto siempre es el mismo, cual-
yuicra que sea el orden en que se cuenten sus elementos,
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Contando de tres modos distintos las letras de la palabra libreta
tendremos:

PHITEE] THNTEET BLHII

7 7
En el primer caso contamos de izquierda a derecha; en el segundo,
de derecha a izquierda, y en el tercero, en orden alfabético, y en todos
ellos el nimero correspondiente al Gltimo elemento ha sido el 7, que es
el nimero cardinal del conjunto.

-

2) Todos los conjuntos coordinables entre si tienen el mismo nime-
ro cardinal, cualquicm que sea la naturaleza de sus elementos.

Consideremos tres conjun-
tos: uno de personas, otro de
letras y otro de ldpices, coordi-
nables entre si, como se indica
a continuacién: A

lapiz negro
liapiz azul

El conjunto de personas Pedro-Rosa-Maria-Elsa estd coordinado con
el conjunto de letras AMOR y con el conjunto de ldpices, y cada uno de
ellos a su vez estd coordinado con el conjunto de nimeros naturales del
1 al 4, luego el 4 es el nimero cardinal de estos tres conjuntos, coordina-
bles entre si.

El nimero cardinal representa todos los conjuntos coordinables entre
si, prescindiendo de la naturaleza y del orden de sus elementos.

NUMERO ORDINAL

Cuando se cuentan los elementos de un conjunto, el niimero natural
que corresponde a cada elemento del conjunto se llama nimero ordinal
de dicho elemento.

Asi, al contar las Jetras de A B # E ?
la palabra CABLES, tenemos: 7 i ; 4 ; 6

Aquf vemos que, contando de izquierda a derecha, el nimero ordi-
nal de la letra C es el 1, o sea, que la C es el primer elemento; el nimero
ordinal de la A es ¢l 2, o sea, que la A es el segundo elemento; el nu-
mero ordinal de la E es el 5, o sea, que la E es el quinto elemento, etc.

Si se varia el orden, varia el nimero ? T ﬁ
ordinal de cada elemento. En efecto, con- i I 1

tando en orden alfabético, tenemos; 1 46
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El niimero ordinal representa un elemento de un conjunto teniendo
en cuenta el orden de los mismos.

Los nimeros ordinales, en rigor, se representan 19, 29, 3°, 49, etc.,
pero en la prictica suelen emplearse los nimeros 1, 2, 3, 4, etc., porque
se sobreentiende que el elemento al que corresponde el 1 al contar en un
orden dado es el 1°, el elemento al que corresponde el 2 es el 29, etc

En resumen:

El mimero cardinal representa un conjunto y el nimero ordinal
representa un elemento teniendo en cuenta el orden.

» EJERCICIO 4

1. ¢Cémo coordinaria el conjunto de las habitaciones de un hotel con un
conjunto de huéspedes utilizando como conjunto de referencia piedrecitas?

2. ¢Qué quiere decir que en una sala hay 25 personas?

3. ¢Que operacion hace Vd. para saber que tiene 8 ldpices?

4. Si un conjunto de personas y otro de mesas son coordinables con el con-

junto ABCDE de la sucesiéon fundamental, jcudl es el nimero cardinal
de estos conjuntos?
B. Qué es el 3¢ Qué es el 57 ¢Qué es el 9?7

LA ARITMETICA Y SU OBJETO

El concepto de numero natural sufre una serie de ampliaciones a
través del desarrollo de la Ciencia Matemitica. U'na de estas ampliacio-
nes es la de considerar al cero como un nimero que representarfa la
tinica propiedad comin a todos los conjuntos nulos o carentes de
elementos. :

Otras de las ampliaciones son las que sé refieren a los nameros frac-
cionarios (336) y a los nimeros irracionales (482).

Una nueva ampliacion nos lleva al concepto de niimero negativo (V).
Este concepto transforma todo el sistema de los niimeros naturales, frac-
cionarios € irracionales. Los numeros negativos constituyen uno de los
fundamentos del cdlculo algebraico.

Tanto los niimeros naturales como los fraccionarios e irracionales
reciben el nombre de ntmeros reales.

Una considerable e importantisima ampliacion del campo numérico,
tiene lugar con la introduccion de los nimeros no reales (complejos).

Suele dirsele el nombre de nimero entero (positivo o negativo) al
numero real que no es fraccionario ni irracional. Los nimeros naturale
son, pues, los nameros enteros positivos.

Definiremos, pues, la Aritmética General como la Ciencia Matemd
tica que tiene por objeto el estudio de los nimeros (naturales o no).

La Aritmética Elemental, que es la que se desarrolla en esta obra,
tiene por objeto el estudio de los nimeros reales positivos.

(1) Baldor, Algebra Elemental (11).



Griegos ¥ romanos no tuvieron una adecuada manera de representar los naomeros, lo que les impidié hacer
mayores progresos en el calculo matematico. Los hindues, en cambio, habian desarrollado un practico sis-
tema de notacién numeral, al descubrir el cero y el valor posicional de las cifras. Los drabes dieron a co-
nocer el sistema en Europa a partir def siglo VIl (D. C.). Por eso, nuestras cifras se llaman indoardbigas.

NUMERACION CAPITULO "

ESTUDIO DEL SISTEMA DECIMAL

LA NUMERACION s la parte de la Aritmética que ensefia a expre-
sar y a escribir los numeros.
La numeracién puede ser hablada y escrita.
Numeracion hablada es la que ensefia a expresar los niimeros.
Numeracién escrita es la que ensefia a escribir los nimeros

GENERAC!ON DE LOS NUMEROS

Los nimeros se forman por agregacion de unidades. Asi, si a una
unidad o nimero uno agregamos una unidad, resulta el nimero dos; si
a éste agregamos otra unidad, resulta el nimero tres; si a éste agregamos
otra unidad, resulta el namero cuatro, y asi sucesivamente.

De lo anterior se deduce que la serie natural de los niimeros no tiene
fin porque, por grande que sea un namero, siempre podremos formar otro
mayor agregandole una unidad.

26
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@CIFRAS O GUARISMOS son los signos que se emplean para repre-
sentar los ndameros.

Las cifras que empleamos, llamadas cifras aribigas porque fueron in-
troducidas po los drabes en Espaia, son 0, 1, 2, 3, 4, 5,6, 7,8 y 9.

El cero 12cibe el nombre de cifra no significativa o cifra auxiliar y
las demds son cifras significativas.

@CIFRA CERO

Hemos visto (34) que el 0 representa los conjuntos nulos o conjuntos
que carecen de elementos.

Asi pues, la cifra cero carece de valor absoluto y se emplea para es-
cribirla en el lugar correspondiente a un orden cuando en el niimero que
se escribe no hay unidades de ese orden. La palabra cero proviene de la
voz drabe ziffero, que significa lugar vacio.

@ NUMERO DIGITO es el que consta de una sola cifra. como 2, 3, 7, 8.

NUMERO POLIDIGITO ¢s el que consta de dos o mds cifras, como
18, 526.

@ SISTEMA DE NUMERACION es un conjunto de reglas que sirven
para expresar y escribir los nimeros.

BASE de un sistema de numeracion es el nimero de unidades de un

orden que forman una unidad del orden inmediato superior. Asi,
en el sistema decimal empleado por nosotros, la base es 10 porque 10 uni-
dades de primer orden forman una decena; diez decenas forman una cen-
tena, etc.

En el sistema duodecimal, que también se emplea mucho en la préic-
tica, la base es 12 porque 12 unidades forman una docena y 12 docenas
forman una gruesa.

PRINCIPIOS FUNDAMENTALES

En los sistemas de numeracién se cumplen los siguientes prin-
cipios:

1) Un ndmeto de unidades de un orden cualquiera, igual a la base,
forma una unidad del orden inmediato superior.

2) Toda cifra escrita a la izquierda de otra representa unidades tan-
tas veces mayores que las que representa la anterior, como unidades tenga
la base. Este es el principio del valor relativo.
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3) En todo sistema, con tantas cifras como unidades tenga la base,
contando el cero, se pueden escribir todos los nimeros.

Estos principios se aclararin convenientemente con el estudio del sis-
tema decimal y de los demis sistemas de numeracion que se hace a con-
tinuacién.  (Ver numero 70).

ESTUDIO DEL SISTEMA DECIMAL

SISTEMA DECIMAL O DECUPLO es el que tiene por base 10. Es el
que empleamos nosotros.

NUMERACION DECIMAL HABLADA

@ BASE DEL SISTEMA DECIMAL

La base del sistema decimal es 10, lo que significa que diez unidades
de un orden cualquicra constituyen una unidad del orden inmediato su-
perior y viceversa, una unidad de un orden cualquiera esti formada por
diez unidades del orden inmediato inferior.

@PR!HC!PIO FUNDAMENTAL O CONVENIO DE LA
NUMERACION DECIMAL HABLADA

Es que diez unidades de un orden cualquiera forman una unidad
del orden inmediato superior.

@ NOMENCLATURA

La numeracion decimal consta de érdenes y subordenes.
Veamos su formacién.

DRDENES

Si al numero 1, que es la unidad de primer orden, anadimos sucesi-
vamente,y una a una, unidades, formaremos los ntimeros dos, tres, cuatro,
cinco, ctc., hasta llegar a diez unidades, que ya forman una decena o uni-
dad del orden superior inmediato.

Decena es la unidad de segundo orden y es la reunién de diez uni-
dades. A una decena afadimos los nombres de los nueve primeros nua-
meros y obtendremos ¢l once, doce, trece, etc., hasta llegar a veinte o dos
decenas; a éste afiadimos nuevamente los nombres de los nueve primeros
numeros y lormamos el veintiuno, veintidds. veintitrés, etc., hasta treinta
o tres decenas y procediendo de modo semejante obtendremos el cuarenta
o cuatro decenas, cincuenta o cinco decenas, etc., hasta llegar a cien o diez
decenas, que ya forman una unidad del orden superior inmediato.
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Centena es la unidad de tercer orden y es la reunién de diez decenas
o cien unidades.

Si a la centena afiadimos los nombres de los noventa y nueve prime-
ros numeros, iremos formando los nimeros cdento uno, ciento dos, ciento
tres, etc., hasta llegar a doscientos o dos centenas; si con éste procedemos
de modo semejante, iremos obteniendo trescientos o tres centenas, cuatro-
cientos o cuatro centenas, etc., hasta llegar a diez centenas o mil, que ya
forman una unidad del orden superior inmediato.

Millar es la unidad de cuarto orden y es la reunién de diez centenas
o mil unidades. Si al millar afadimos los nombres de los novecientos no-
venta y nueve primeros nimeros, iremos obteniendo los ntmeros sucesi-
vos hasta llegar a dos mil o dos millares; tres mil o tres millares, etc., hasta
diez mil o diez millares, que ya forman una unidad del orden superior in-
mediato.

Decena de millar es la unidad de quinto orden y es la reunién de
diez millares o diez mil unidades. Anadiendo a una decena de millar los
nombres de los nueve mil novecientos noventa y nueve primeros ntime-
ros, formaremos el veinte mil o dos decenas de millar, treinta mil o tres
decenas de millar, etc., hasta llegar a diez decenas de millar, o cien mil,
y que constituyen una unidad del orden superior inmediato.

Centena de millar es la unidad de sexto orden y es la reunién de diez
decenas de millar. De modo semejante llegaremos al millén o unidad de
séptimo orden que consta de diez centenas de millar o mil millares; de-
cena de millon o unidad de octavo orden, que consta de diez millones;
centena de millon o unidad de noveno orden; unidad de millar de millén
o unidad de décimo orden; decena de millar de millén o unidad de un-
décimo orden; centena de millar de millén o unidad de duodécimo orden;
billén o unidad de décimo tercer orden y que es la reunién de un millén
de millones; trillén o unidad de décimo noveno orden que es la reunion
de un millén de billones; cuatrillon o unidad de vigésimo quinto orden
que es la reunién de un millén de trillones; quinquillén o unidad de tri-
gésimo primer orden; etc.

OBSERVACION

En algunos paises como Estados Unidos de ‘América, Francia y Alema-
nia, tienen un criterio distinto al nuestro. Llaman billén al millar de mi-
llones o unidad de décimo orden; trillon a nuestro billén; cuatrillén a
nuestro millar de billones, etc.

@ CLASES Y PERIODOS ) .
La reunién de tres 6rdenes, comenzando por las unidades simples,

constituye una clase; asi, las unidades, decenas y centenas forman la clase de
las unidades; las unidades de millar, decenas de millar y centenas de millar
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forman la clase de los millares; las unidades de millén, decenas de millén
y centenas de millon forman la clase de los millones; las unidades de mi-
llar de millén, decenas de millar de millén y centenas de millar de millén
forman la clase de los millares de millén; las unidades de billon, decenas
de billén y centenas de billén forman la clase de los billones, y asi suce-
sivamente.

La reunion de dos clases forman un periodo. Asi, la clase de las uni-
dades y la clase de los millares forman el periodo de las unidades; la clase
de los millones y la de los millares de millon forman el periodo de los mi-
llones; la clase de los billones y la de los millares de billon forman el pe-
riodo de los billones; y asi sucesivamente.

@ SUBORDENES

Del mismo modo que la decena consta de diez unidades, la centena
de diez decenas, etc., podemos suponer que la unidad simple o de primer
orden estd dividida en diez partes iguales que reciben el nombre de déci-
mas y que constituyen el primer suborden; cada décima se divide en otras
diez partes iguales llamadas centésimas y que forman el segundo suborden;
cada centésima se divide en otras diez partes iguales llamadas milésimas
que forman el tercer suborden; y asi sucesivamente se van obteniendo las
diezmilésimas o cuarto suborden; las cdenmilésimas o quinto suborden; las
millonésimas o sexto suborden; etc.

3 EJERCICIO 5

¢Qué forman diez decenas; diez centenas de millar; diez millones?
, ¢Qué forman cien decenas; cien centenas; cien millones?

¢Qué forman mil unidades; mil decenas; mil centenas?

¢Qué forman mil millares; diez mil centenas; cien mil decenas?

¢Qué forman cien decenas de millar; mil centenas de millar; diez mil mi-
llones; un millén de millones?

g. ¢Cudntas unidades tiene una unidad de tercer orden; de cuarto orden;
de quinto orden?

7. ¢Cudntas decenas tiene una unidad de cuarto orden; de quinto orden; de
séptimo orden?

8. ¢Cudntos millares tiene un millén; cudntas decenas de millar tiene una
decena de millar de millén; cudntos millones un billén?

9. ¢Cudntas centenas hay en 4 millares; en 6 millones; en 5 centenas de millar?
10. ¢Cudntas décimas hay en una unidad; en una decena; en un millar?

11. ¢Cudntas centésimas hay en una decena; cudntas milésimas en una centena;
cudntas diezmilésimas en un millar?

12. ¢Cudntas décimas hay en 3 unidades; en 2 decenas; en 3 centenas?

13. ¢Cudntas centésimas hay en 6 centenas; en 3 millares; en 2 unidades de
cuarto orden?

oW
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14 ,Cuintas décimas forman 2 centenas; cudntas centésimas 2 decenas; cudntas
milésimas 3 centenas?

15. ¢Cudles son las decenas de decenas; las centenas de las decenas; los millares
de centena; los millones de millén?

18 ;Cuailes son las décimas de centenas; las centésimas de los millares; las
millonésimnas de los billones?

17. ,Cudles son las décimas de decena; las centésimas de decena; las milésimas
de centena; las milésimas de decena?

18. ,Qué orden representa la primera cifra de la izquierda de un nimero de
3 cifras; de 4 cifras; de G cifras?

18.  ;Qué orden representan la primera y tercera cifra de la izquierda de un
namero de 4 cifras; de 5 cifras; de 6 cifras?

20. sCudntos guarismos tiene un numero cuya cifra de mayor orden repre-
senta decenas de centena; centenas de millar; millares de millon; billones?

NUMERACION DECIMAL ESCRITA

PRINCIPIO FUNDAMENTAL O CONVENIO DE LA
NUMERACION DECIMAL ESCRITA

Es que toda cifra escrita a la izquierda de otra representa unidades
diez veces mayores que las que representa la anterior y viceversa, toda cifra
escrita a la derecha de otra representa unidades diez veces menores que
las que representa la anterior.

Asi, si a la izquierda de la cifra 4 ponemos 5, formamos el nimero 54,
en el cual el 4 representa unidades y el 5, por estar escrito a la izquierda
del 4, representa unidades diez veces mayores que las que representa éste,
o sea, decenas. Si a la izquierda del 54 escribimos un 8, formaremos el
nimero 854, donde el 5 representa decenas y el B por estar escrito a su
izquierda representa unidades diez veces mayores, o sea centenas.

VALOR ABSOLUTO Y RELATIVO

Toda cifra uene dos valores: absoluto y relativo.

Valor absoluto es el que tiene el niimero por su figura, y valor rela-
tivo es el que tiene el nimero por el lugar que ocupa.

Asi, en el numero 4344 el valor absoluto de los tres 4 es el mis-
mo: cuatro unidades, pero el valor relativo del 4 de la derecha es
4 unidades del primer orden; el valor relativo del 4 de las decenas
es 4 X 10 =40 unidades de primer orden; el valor relativo del 4 de los
millares es 4 X 10 x 10 x 10 = 4000 unidades del primer orden.

El valor relativo del 3 es 3 x 10 x 10 = 300 unidades del primer orden.
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¥ EJERCICIO 6
1. Diga el valor relativo de cada una de las cifras de:

16 364 13000 14320567
50 1963 72576 254370566
105 2184 890654 103470543

2. :En cuintas unidades disminuyen los nimeros
176 cambiando el 7 por 0?

294 - " 2Yd9pﬂr0?

1362 = » 1, el 3y6 por 0?

23140 " » 1 por 0yel 4 por 3?
186754 i w 6 por 4 y el 5 por 2?
974532 = » ¢ por 3, el5 pordyel3 por 0?

3. ¢En cuintas unidades aumentan los nimeros
76 cambiando el 7 por 9

123 " » 1L por 2yel2 por 32
354 " n-4yeld por 67
321 - w 3 porb, el 2 por4yell por &

2615 " » 2 por 4, el 6 por 8 yelb por 6

4. (Aumentan o disminuyen y cudnto en cada caso los niimeros
86 cambiando el B por 6 y €l 6 por 8
1234 " w 2 por 3, el 3 por2yel 4 por 6
5634 P » 8 por 6 el 6 por 7Tyel3 por 5
19643 ., w 1 por2 el 9 por(Q,el6por9yel4 por 5

REGLA PARA ESCRIBIR UN NUMERO

Para escribir un mimero se van anotando las unidades correspondien-
tes a cada orden, comenzando por las superiores, poniendo un cero en el
lugar correspondiente al orden del cual no haya unidades y separando con
un punto los érdenes de los subérdenes.

I Ejemplo I

Escribir el nimero cinco mil treinta y cuatro unidodes y ocho décimas. Lo
escribiremos de este modo: 5034.8, donde vemos que cada cifra ocupa el lugar
correspondiente al orden que representa: 5 millares, 3 decenos, 4 unidades y 8
décimas y como no habia centenas en el nimere dodo hemos puesto cero en el
lugar correspondiente a las centenas.
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» EJERCICIO 7

1 Escribir los nimeros: catorce mil treinta y dos; ciento cuarenta y nueve
mil ocho; trescientos cuatro mil seis; ochocientos mil ocho; novecientos
nueve mil noventa; dos millones, dos mil doscientos dos; quince millones,
dieciscis mil catorce; ciento cuarenta y cuatro millones, ciento cuarenta y
cuatro; ciento dieciséis millones, trescientos ochenta y seis mil, quinientos
catorce; doscientos catorce il millones, seiscientos quince; dos billones,
dos millones, dos unidades; tres mil tres billones, trescientos treinta mil,
trescientos treinta; seis wrillones, seis billones, seiscientos sesenta millones,
seiscicntos mil, seiscientos seis.

2. Escribir los nimeros: catorce milésimas; diecinueve cienmilésimas; trescien-
tas cuatro millonésimas; dos mil ochenta diezmillonésimas; mil treinta y
y dos mil millonésimas; seis millonésimas; seis milbillonésimas.

3. Escribir los nameros: ciento cuatro unidades, ocho centésimas; dos mil
ciento scis unidades, ocho milésimas; treinta mil treinta unidades, ciento
cuatro cienmilésimas; dos millones, dos mil dos unidades, dos mil dos
millonésimas.

4 Escribir los nimeros: cincuenta y cuatro décimas; doscientas dos centésimas;
cinco mil cinco milésimas; diecinueve mil nueve diezmilésimas; tres millo-
nes, tres mil cuatro cienmilésimas; quince mif millones, quince millonésimas.

5. Escribir los nimeros: tescientas cuatro décirnas, nueve mil nueve centé-
simas; catorce mil catorce milésimas; ciento nueve mil seis diezmilésimas;
un millon de cienmilésimnas.

@. Escriba los numeros que constan de 7 unidades de tercer orden, 4 del
primer suborden y 3 del tercer suborden; 5 umdades del cuarto orden

y 5 del cuarto suborden; 6 unidades del quinto orden, 4 del segundo, 8
del cuarto suborden y  del quinto suborden.

7. Escribir los numeros: catorce decenas; tiento treinta y cuatro millares;
catorce decenas de millar; diecinueve centenas de millon; doscientas treinta
y cuatro decenas de millar de millén; catorce centenas de millén.

8. Escribir los nameros: seis decenas de decenas; ocho centenas de centenas;
nueve millares de décimas; catorce millares de milésimas; nueve décimas
de decenas; veintidos centésunas de millar; nueve diezmilésimas de decena;
treinta y dos millonésimas de centena; tres cienmillonésimas de millar.

8. Escriba el menor y el mayor nimero de dos cilras; de, 4 cifras; de 5 cilras,
de 7 cilras.

10. Escriba el menor y el mayor numero de la 1? clase; de la 2* clase; de
la 32 clase.

11. Escriba el nimero superior e inferior inmediato a 2100, 3200, 4500.

REGLA PARA LEER UN NUMERO

Para leer un numero se divide en grupos de a seis cifras empezando
por la derecha, colocando entre el primero y el segundo grupo y abajo
el numero 1, entre el segundo y el tercero el nimero 2, entre el tercero

2 Aritmética
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y €l cuarto el niimero 3, y asi sucesivamente. Cada grupo de seis cifras
se divide por medio de una coma en dos grupos de a tres. Hecho esto,
se empieza a leer el niimero por la izquierda, poniendo la palabra trillon
donde haya un tres, billon donde haya un dos, millbn donde haya un
uno y mil donde se encuentre una coma. Si el nimero tiene parte decimal
se lee ésta a continuacion de la parte entera, ddndole la denominacién
del iltimo suborden.

Ejemplo I

Leer el nimerc 56784321903423456.245. Para leerlo escribiremos de este modo:
56,7844321,903,423,456.245 y se leerd: 56 mil 784 billones, 321 mil 903 millones,
423 mil 456 unidades y 245 milésimas.

» EJERCICIO 8

1. Leer los niuneros:

964 84103725 2005724568903
1032 463107105 40725032543108
14265 9432675321 71240566431250172
132404 96723416543 2000002002002002
1030543 100001001001 30000003030000030
2. Leer los nimeros:
0.4 0.00074 0.472003056
0.18 0.130046 0-0725631235
0.415 0.00107254 0.432003561003
0.0016 0.100000003 0.0000000000500
3. Leer los numeros:
6.4 86.00325 1444.4444444
84.25 151234.76 6995.0072545
9.003 84.000356 72567854.70325
16.0564 184.7256321 9465432161.00007

. CONSECUENCIAS

De lo anteriormente expuesto se deduce:

1) Un nimero no varia porque se afiadan ceros a su izquierda, por-
que el valor absoluto y relativo de cada cifra permanece idéntico.
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2) Sia la derecha de un nimero anadimos uno, dos, tres, etc., ceros,
el ndmero se hace diez, cien, mil, etc., veces mayor porque el valor rela-
tivo de cada cifra se hace diez, cien, mil, etc., veces mayor.

3) Si de la derecha de un nimero entero se separan con un punto
decimal una, dos, tres, etc., cifras, el nimero se hace diez, cien, mil, etc.,
veces menor porque el valor relativo de cada cifra se hace diez, cen,
mil, etc., veces menor.

4) Si en un numero decimal se corre el punto decimal uno, dos,
tres, etc., lugares a la derecha el nimero se hace diez, cien, mil, etc., veces
mayor, porque ¢l valor relativo de cada cifra se hace diez, cien, mil, ewc.,
veces mayor.

6) Si en un numero decimal corremos el punto decimal uno, dos,
tres, etc., lugares a la izquierda, el nimero se hace diez, cien, mil, etc,
veces menor porque el valor relativo de cada cifra se hace diez, cien,
mil, erc., veces mener.

» EJERCICIO 9

1. ¢Cudl de estos nimeros 17, 017 y 0017 es el mayor?

9. Hacer los niimeros B, 25, 326, diez, cien, mil veces mayores.

3. ¢Cudntas veces es el nimero 5600 mayor que 56; que 560. ¢Por qué?
4. Hdganse los numeros 9, 39, 515, diez, cien, mil veces menores.

p. ¢Cudntas veces es 34 menor que 340, 3400, 34000? ¢Por qué?

g. Hacer el niimero 456.89 diez, cien, mil, diez mil veces mayor y menor.

Dé la razon.

7. Reducir 9 a décimas; 14 a centésimas; 19 a milésimas.

g. Reducir (.9 a decenas; 0.14 a centenas; 0.198 a millares.

p. ¢Qué relacién hay entre los nimeros 12345, 1234.5 y 123.45?

10. ¢Qué relacion hay entre los numeros (.78, 78 y 780?
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Aungue los egipcios, griegos ¥ romanos tenian

formas distinlas de representar los nimeros, la base de su nu-

meracion era decimal. Otros pueblos elaboraron distintos sistemas; por ejemplo, los babilonios tenian co-
mhdmhmu.mlaﬂqmﬂmunm de base wveinte. En el siglo XVII,
de

Leibnitz descubrié la numeracidn

binaria, y 12 posibilidad de infinitos sistemas de numeracion.

ESTUDIO DE OTROS SISTEMAS CAPITULO |||
DE NUMERACION

@FOSI!ILIDAD DE OTROS SISTEMAS DE NUMERACION

En el sistema decimal que hemos estudiado la base es 10. Si en lugar
de 10 tomamos como base 2, 3, 4, 5, 6, etc., tendremos otros sistemas de
numeracion en que se cumplirin principios semejantes a los establecidos
para el sistema decimal.

Asi, en el sistema de base 2 se cumplird: 1) Que dos unidades de un
orden forman una del orden superior inmediato. 2) Que toda cifra escri-
ta a la izquierda de otra representa unidades dos veces mayores que las
que representa ésta. 3) Que con dos cifras se pueden escribir todos los
nimeros.

Principios semejantes se cumplirdn en los sistemas cuya base sea 3,
4, 5, G, etc.

Entonces, los sistemas de numeracion se diferencian unos de otros
por su base.

Como podemos tomar por base cualquicr niimero, el niimero de sis-
temas es ilimitado.

NOMENCLATURA
Atendiendo a su base, los sistemas se denominan: el de base 2, bina-
rio; el de base 3, ternario; el de base 4, tuaternario; el de base 5, quinario;

36
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el de base 6, senario; el de base 7, septenario; el de base 8, octonario; el
de base 9, nonario; el de base 10, decimal o décuplo; el de base 11, un-
decimal; el de base 12, duodecimal; de base i3, de base 14, de base 15, etc.

NOTACION

Para indicar el sistema en que estd escrito un nimero, se escribe aba-
jo y a su derecha un nimero pequefio que indica la base, el cual recibe
el nombre de subindice. Asi 11; indica que este ndmero estd escrito en
el sistema binario; 432; indica que este niimero estd escrito en el sistema
quinario; 8956,. indica que este numero estd escrito en el sistema duo-
decimal.

Cuando un nimero no lleva subindice, esta escrito en el sistema
decimal,

.NUMERO DE CIFRAS DE UN SISTEMA

En todo sistema se emplean tantas cifras, contando el cero, como uni-
dades tiene la base.

En el sisterna binario, cuya base es 2, se emplean dos cifras, que son:
el 0y el 1. El 2 no puede emplearse, porque en este sistema dos unidades
de un orden cualquiera forman una del orden inmediato superior y el 2
se escribird 10, lo que signilica: cero unidades del primer orden y una del
segundo.

En el sistema ternario, cuya base es 3, se emplean tres cilras que son:
el 0, el 1yel2 El3yano puede escribirse en este sistema, porque tres
unidades de un orden cualquiera forman una del orden inmediato supe-
rior y el 3 se escribird 10, lo que significa: cero unidades del primer or-
den y una del segundo.

En el sistema cuaternario, cuya base es 4, se emplean cuatro cifras,
que son: ¢l 0, el 1, el 2 y el 3. El 4 no puede escribirse, porque siendo
la base del sistema, forma ya una unidad del orden inmediato superior
y se escribira 10, lo que significa: cero unidades del primer orden y una,
del segundo.

Por andloga razom, las cifras que se emplean en el sistema quinario
son: el U, el 1, el 2, el 3 y el 4; en el sistema senario: €l 0, el 1, el 2, el 3,
el 4 y el 5; en el septenarnio: 0, 1, 2, 3, 4. 5 y 6, etc.

Cuando la base del sistema es mayor que 10, las cifras que pasan de
10 se suelen representar por medio de letras, de esta manera: la a repre-
senta el 10; la b representa el 11; lac, el 12; lad, el 13; la e, el 14; 1a [,
el 15; y asi sucesivamente.

Por lo tanto, las cifras del sistema undecimal son: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6,
7, 8, 9 y a; las del sistema duodecimal son: 0, 1, 2, 3, 4,5,6,7,8, 9, ay b;
las del sistema de base 13 son las anteriores y ademas c; las del de base 14.
las del de base 13 y ademds d; etc.
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CIFRAS COMUNES

Las cifras comunes a todos los sistemas son el 0 y el 1.

BASE COMUN

La base de todos los sistemas se escribe del mismo modo: 10.

Parecer4d una contradiccion decir esto, cuando antes hemos dicho que
los sistemas se diferencian unos de otros por su base; pero es que 10 no
representa siempre dicz unidades, sino una unidad del segundo orden, que
en cada sistema tendrd distinto valor. Asi, en el binario, 10 representa
2 unidades, o sea la base, porque en este sisterna cada unidad del segundo
orden tiene dos unidades del primero; en el ternario, 10 representa 3 uni-
dades, o sea la base, porque en este sistema cada unidad del segundo orden
representa tres unidades del primero; en el de base 9, 10 representara 9 uni-
dades, o sea la base, porque en este sistema cada unidad del segundo orden
tiene 9 unidades del primero, y asi sucesivamente.

PRINCIPIOS FUNDAMENTALES

Explicamos ahora los principios fundamentales expuestos en el ni-
mero b1, aplicados a los sistemas distintos del decimal.

1) En todo sistema, un mimero de unidades de cualquier orden,
igual a la base, forma una unidad del orden inmediato superior.

Esto signitica que en el sistema binario, de base 2, dos unidades de
un orden cualquiera forman una unidad del orden inmediato superior;
en el sistema ternario o de base 3, tres unidades de un orden cualquiera
forman una unidad del orden inmediato superior; en el sistema cuaterna-
rio o de base 4, cuatro unidades de un orden cualquiera forman una uni-
dad del orden inmediato superior; en el sisterna nonario, 9 unidades de
cualquier orden forman una unidad del orden inmediato superior; en el
sistema duodecimal, 12 unidades de cualquier orden forman una unidad
del orden inmediato superior, y asi sucesivamente.

2) En todo sistema una cifra escrita a la izquierda de ofra re-
presenta unidades tantas veces mayores que las que representa la
anterior, como indique la base.

Esto significa que en el nimero 123; escrito como lo indica el sub-
indice, en el sistema quinario, el 2, escrito a la izquierda del 3, representa
unidades que son cinco veces mayores que las que representa el 3; y el 1,
escrito a la izquierda del 2, representa unidades que son cinco veces ma-
yores que las que representa el 2, o sea veinticinco veces mayores que las
que representa ¢l 3.

En el ntmero 6543, el 4 que estd escrito a la izquierda del 3 repre-
senta unidades que son nueve veces mayores que las que representa el 3;
el 5 representa unidades nueve veces mayores que las que representa el 4,
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o sea ochenta y una veces mayores que las que representa el 3; y el 6, es-
crito a la izquierda del 5 representa unidades que son nueve veces ma-
yores que las que representa el 5, o sea, ochenta y una veces mayores que
las que representa el 4 y setecientas veintinueve veces mayores que las que
representa el 3.

3) En todo sistema, con tantas cifras como unidades tenga la
base, se pueden escribir todos los niimeros. .

Esto signiflica que en el sistema binario o de base 2, con dos cifras
que son €l 0 y el 1, se pueden escribir todos los niimeros; en el sistemna
ternario o de base 3, como la base tiene tres unidades, con tres cifras que
son el 0, el 1y el 2, se pueden escribir todos los mimeros; en el sistema
septenario o de base 7, como la base tiene siete unidades, con siete cifras,
que son el U, el 1, el 2, el 3, el 4, el 5 y el G, se pueden escribir todos los
numeros, etc.

\J

EJERCICIO 10

¢Cuantos sistemas de numeracion hay?

¢En qué se distinguen unos de otros los sistemas de numeracién?

(Como se sabe en yué sistema estd escrito un numero?

¢En qué sistema no se emplea subindice?

Diga que cifras se emplean en €l sistema quinario, nonario, undecimal,
duodecimal, en el de base 13, de base 15, en el vigesimal.

¢Existe la cilra 7 en el sistema de base 6; €l 9 en el de base 8; el 7 en el
de base 57

¢Por qué no se emplea la cifra 5 en el sistema ternario; en el cuaternario?
¢Como se escribe la base en el sistema quinario; en el octonario; en el de
base 157 ¢Cudntas unidades representa en cada uno?

@ @ PR

@

VALOR RELATIVO DE LAS CIFRAS DE UN NUMERO
ESCRITO EN UN SISTEMA CUALQUIERA

Conociendo el lugar que ocupa una cifra y la base del sistema en que
estd escrito €l mimero, podemos hallar su valor relativo.

1) Valor relativo de las cifras del numero 123,

La cifra 1 representa unidades de tercer orden, pero como la base
es 4, cada unidad de tercer orden contiene 4 del segundo y como cada uni-
dad del segundo orden contiene 1 del primero, el valor relativo de la a-
fra 1 es 1 x4x4=16 unidades del primer orden.

La cifra 2, que representa unidades del segundo orden, contiene
2 % 4 =8 unidades del primer orden, luego su valor relativo es 8.

El valor relativo de la cifra 3 es 3 unidades del primer orden.

2) Valor relativo de las cifras del nimero 2340,

Valor relativo de la cifra 2: 2 X 6 X 6 X 6 =432 unidades del ler. orden
- e S G 3 X6X6=108 o = - "
" ” I 4xX6=2 - w e ”
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» EJERCICIO 11

1. Hallar el valor relativo de cada una de las cifras de los nimeros:

11. 221, 312, 564 879y, 724520
21, 2342, +i6, T03g ab,g 1002330
2. ¢Cuiintas unidades del primer orden contiene cada uno de los numeros
siguientes?
2”3 31% 213'11 701211 73b215
112, 2002, 70109 203144 4cd63g9

3. Escriba el numero que representa: 2 unidades del rrimer orden en el sis
tema binario; 3 idem en el ternario; Y idem en el nonario.

4 Escriba el mimero que representa: 3 unidades del primer orden en el
sistema binario; 4 idem en el ternario; 5 idem en el cuaternario; 10 idem
en el undecimal; 12 idem en el undecimal.

6. Escriba el nimero que representa: 4 unidades del primer orden en el
sistema binario; 5 idem en el ternario; 6 idem en el cuaternario; 8 idem
en el senario.

6. Escriba el nimero que representa: § unidades del primer orden en el
sistema binario: 3 idem en el ternario; 12 idem en el cuaternario.

7. Escriba el nimero que representa: 9 unidades del primer orden en el
sistema senariv; en el septenariv; en el nonario.

8. Escriba el numero que representa: 8§ unidades del primer orden en el
sistema cuaternario; 10 idem en el quinario; 12 idem en el senario;
15 idem en el nonario.

9. Escriba el numero que representa: 15 unidades del primer orden en el sis-
tema gainario; 18 idem en el senario; 21 idem en el septenario: 45 idem
en el de base 15.

CONVERSION DE UN NUMERO ESCRITO EN
UN SISTEMA A OTRO DISTINTO

Se pueden considerar los tres casos que a continuaciéon se estudian.

PRIMER CASO

Convertir un nimero escrito en el sistema decimal a otro sistema
distinto.

REGLA

Se divide el nimero y los sucesivos cocientes por la base del nuevo
sistema, hasta llegar a un cociente menor que el divisor. El nuevo mime-

ro se forma escribiendo de izquierda a derecha el dltimo cociente y todos
los residuos colocados a su derecha, de uno en uno, aunque sean ceros.
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Ejemplos I

(1) Convertir 85 al sistema ternario.

85 3
25 Lm_l___a -
(1 (1) y L3 85=100113 R.
(0) 3 L8
(0] (1)
(1) Convertir 3898 al sistema duodecimal.
3898 | 12
29 :m‘\_g 3898 =200 R
58 84 LB
(10) (0) (3) 2
OBSERVACION

Cuando el altimo cociente o alguno de los residuos sea mayor que 9
se pone en su lugar la letra correspondiente.

¥ EJERCICIO 12

Convertir:
1. 123 al sistema binario. R. 1111011,
2. 87N .. »  lernario. R. 1012021,.
3. 3476 ., »  quinario, R. 102401;.
4. 10087 ,, »  de base 7. R. 41260;.
5. 1007 , . de base 8. R. 1757,
6. 78564 ., i NONario. R. 128683,
7. 87256 .. » duodecimal R. 425b4,,
8. 120022 ., i de base 20. R. [f012s.
9. 14325 .. " de base 30. R. fgfgo-
10. 86543 ,, » de base 32. R. 2kgfs,.

SEGUNDO CASO

Convertir un nimero escrito en un sistema distinto del decimal al

sistema decimal.
REGLA

Se multiplica la primera cifra de la izquierda del nimero dado por
la base y se suma con este producto la cifra siguiente. El resultado de
esta suma se multiplica por la base y a este producto se le suma la tercera
cifra y asi sucesivamente hasta haber sumado la Gltima cifra“del nime-
ro dado.
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Ejemplos
(1) Convertir 111015 al sistema decimal.
1%x2=2 241=3
Ix2=6 64+1=7 Moiz=29. R.
7TXx2=14 14+0=14
14x2=128 8B+1=29
{ 2) Convertir el nimero B%ab3,; ol sistema decimal.
Bx12= 96 %+ 9= 105
105x12= 1240 1260+ 10= 1270
1270 % 12 = 15240 15240 + 11 = 15251
15251 % 12 = 183012 183012+ 3=183015
B9ab3;s = 183015. R.
¥ EJERCICIO 13
Convertir al deamal:
1. 1101,. R. 13. 8. Tah5,,. R. 13673.
2. 32012,. R. 902. 7. cdab,g. R. 43581.
3- 54313- R- 1243- B- 8‘!“13- R. 51472&
4. 763215 R. 31953. 9. heg3d.,,. R. 2838464.
5. 20078,. R. 13193. 10. abcdy. R. 280273.

TERCER CASO

Convertir un néimero escrito en un sistema distinto del decimal a
otro sistema que no sea el decimal.

REGLA
Se reduce el nimero dado primero al sistema decdmal y de éste al

pedido.

Ejemplos
{1) Convertir el nimero 22115 ol sistema de base 7.

22113 ol decimal:

2X3= 6 6+2= 8B

Bx3=24 44+1=25

25%X3=75 75+1=76.
76 al de base 7:

76 7

(6) 10 |7
@ m
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(2) Convertir abe;s al sistemo de base 13.
abem al decimal:
10x15= 150 150+ 11 = 161
161 X 15 = 2415 2415 + 14 = 2429.

2429 ol de base 13:
2429 13
112 184 13
089 5 14 | 13
(1) (4 (1) (1

obe;; =114b;y R
# EJERCICIO 14 . .
Convertir:
10025 al cuaternario. R. 131,.
432; al ternario. R. 220104.

Sabd,, al de base 7. R. 64114;.
abedsg .. .» o 9. R. 138108,
b56,, al quinario. R. 23100;. efdcyy o w  w 22. R. chg9s.

S4cdy; al duodecimal. R. a494,.. kf00czs v » » 30. R. Beig2g.
c00byg al de base 23. R. 5h76; 10. 8a0dy .. . . 15. R. 247%

EJERCICIO 15

De un lugar en que se emplea el sistema binario nos remiten 1101 bultos
postales. (Cémo escribiremos ese numero? R. 9.

2. De México enviamos a un comem'aqte que emplea el sistema duodecimal
5678 barriles de aceite. ¢COmo escribird ese nimero dicho comerciante?
R. 3352,

3. Pedimos 18 automéviles a un individuo que emplea el sisterna de base 18.
¢Coémo escribe ese individuo el nimero de automéviles que nos envia?
R. 10s.

4. Un comerciante que emplea el sistema quinario pide 4320 sombreros a
otro que emplea el sistema de base 13. ¢(Como escribird este comerciante
el nimero de sombreros que envia al primero? R. 360,;.

eEae

= Y oewp-

NOTACION LITERAL

En Matemitica, cuando se quieren generalizar las cuestiones, las pro-
piedades de los niimeros o los razonamientos, las cantidades se represen-
tan por letras.

Asi, cuando yo pruebo que (a + b)* = a* + 2ab + b%, la propiedad que
he demostrado es general y diré que el cuadrado de la suma de dos nime-
ros cualesquiera es igual al cuadrado del primero, mis el duplo del pri-
mero por ¢l segundo mids el cuadrado del segundo.

Cuando en una cuestiéon cualquiera asignamos a una letra un valor
determinado, dicha letra no puede representar, en la misma cuestion, otro
valor distinto del que le hemos asignado.

Para que una misma letra pueda representar distintos valores hay que
diferenciarlos por medio de comillas, por ejemplo, a’, a”, a'’, que se leen
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a prima, a segunda, a tercera o por medio de subindices, por ejemplo, a,,
az, @3, que se leen a subuno, a subdés, a subtrés.

REPRESENTACION GRAFICA DE LOS NUMEROS
NATURALES

Los nimeros naturales se representan geométricamente por medio
de segmentos de recta.
Para ello se elige un segmento cualquiera, por ejemplo: OA (figura 15),
- que representa el 1; OA es el segmento unidad.
Entonces, cada nimero natural se representa
. por un segmento que contiene el segmento unidad
tantas veces como elementos tiene el conjunto que

= representa el nimero.

. Asi, el 2 se representa por un segmento OB que

contiene 2 veces el segmento unidad; el 3 se repre-

|  senta r un segmento OC que contiene tres veces
FIGURA 15 \ po 9

el segmento unidad; el 4 se representa por el seg-
mento OD, etc.

Para representar sobre una semirecta la serie de los niimeros natura-
les se procede de este modo:

O A B €CD E F GyH I
g 9 ¢ 3 4 § § 7 ®.5

i — FIGURA 16

A partir del origen O (figura 16) se¢ toman sucesivamente segmentos
iguales al segmento escogido como unidad y tendremos que el segmento
OA representa el 1; el segmento OB el 2; el segmento OC el 3; el segmen-
to OD el 4 y asi sucesivamente. El 0, que representa el conjunto nulo, se
representa por un segmento nulo: el punto O, origen.

Vemos que los puntos O,A4,B,C,D ... son los extremos de los seg-
mentos 00 =0, 04 =1, OB=2, OC =3, OD =4, etc., todos de origen O.
En la praictica se dice que el extremo de cada segmento representa un ni-
mero natural. Asi, el punto A representa el 1; el punto B, el 2; el pun-
to C, el 3; el punto F, el 6; el punto /, el 9, etc.

La distancia de cada uno de los puntos O, 4, B, C, D ... al origen O
se llama abscisa de ese punto. Asi, OA es la abscisa del punto A, OB la
abscisa del punto B, OE la abscisa del punto E, etc., y esas abscisas se ex-
presan por el nimero que corresponde al punto. Asi, la abscisa del pun-
toAesl lade B es 2 ladeDes 4, lade H es 8, etc.

La escala de una cinta métrica, de un nonio, de una regla, de un
termémetro no son mas que semirectas que llevan marcadas las abscisas
de cada uno de sus puntos.
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La contribucién de los romanes a las Matemiticas estuvo limitada a algunas nociones de Agrimensura, sur-

gidas de la necesidad de medir y fijar las fronteras del vasto imperio. No obstante, 1a hutlla romana se observa

todavia hoy a través de su numeracién, que ha sido fijada por el uso, en los capitulos de los libros; en la su-
cesidn de los reyes; en la notacién delos siglos; y, especialmente, en las inscripciones histéricas.

CAPITULO w
NUMERACION ROMANA

LA NUMERACION ROMANA cs el sistema de representacion de los

nimeros empleado por los romanos. La numeracion romana no uti-
liza el principio del valor relativo, pues el valor de los simbolos siempre
es ¢l mismo, sin que influya el lugar que ocupan.

La numeracién romana parece ser resto de un sistema de numeracién
de base 5.

SU USO EN LA ACTUALIDAD

Se usa muy poco. Solamente se emplea para fechas, algunas veces;
para numerar los capitulos de una obra; en algunos relojes, etc.

SIMBOLOS QUE EMPLEA. SUS YALORES

Los simbolos que emplea la numeracion romana son: 1 que vale 1;
V que vale 5; X que vale 10; L que vale 50; C que vale 100; D que vale
500 y M que vale 1000. '

Ademids, una rayita colocada encima de una letra indica tantos mi-
llares como unidades tenga ese simbolo; dos rayitas encima de cualquier
simbolo indican tantos millones como unidades tenga el simbolo; cuatro
rayitas, tantos billones como unidades indique el simbolo; seis rayitas, tan-
tos trillones como unidades tenga el simbolo.

45
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REGLAS PARA LA REPRESENTACION DE LOS NUMEROS

Son tres:

1) Si a la derecha de una cifra colocamos otra igual o menor, el valor
de la primera queda aumentado con el de la segunda.

2) Si a la izquierda de una cifra colocamos otra menor, el valor de
ésta se resta de la anterior.

3) Nunca se pueden emplear mas de tres simbolos iguales seguidos
a la derecha de otra cifra mayor, ni aislados; ni mis de uno a la izquierda
de otra mayor. Asf, el 40 no se escribe XXXX, sino XL; el 9 no se es-
cribe VIIII, sino 1X; el 70 no se escribe XXXC, sino LXX.

NUMEROS NUMEROS NUMEROS NUMEROS
ARABIGOS ROMANOS ARABIGOS ROMANOS
R . i . COXXXIV
Bans umei I 580....c00nee. DLXXX
- FTOTNP— i 1,000. . M
IR v A1 MM
A % 2349........... MMCCCXLIX
. < A
Shseararsimie “ P N WJ -
N - B ~DCIX
A :; 50,190, .00eunnens Lexe
.............. s B
) I — X o 0
| 1. e il il e
g Xvill 20,000,000. ... XX
< XXX Billdn. ...ooun... M
" T XL =
65....ciiivanns LXV Trillén. .. ........ M
105, s eennnnnns cv 4,132,208, .......... NOOXICCVI
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» EJERCICIO 16

e e

Leer los niimeros siguientes:

1]

LViII p. CMXLV 9. MXIXCXV 13. XMMXXV
COCXXXIII 6 MMCCIV 10. Vivcevl 14, MMIICVINL
DCI 7. VDC 11. VIDVIICC 16. iﬁ"
DCCXXXII g DLX 12. MXVI 16. MXV

> EJERCICIO 17

Escribir los nimeros siguientes en el sistema romano:

1. 209. 7. 245,708 13.  20,778,908.
2. 343. 8 300,000. 14 54,000,008.
3. 1,937. 8. 300,018. 16.  1,384,435,786.
4. 4143 10.  325,208. 18- 45,789,000,324.
6. 81,000. 11.  4,135,506. 17. 4 billones.
6. 124,209 12.  §,000,000. 18- 14 trillones.

¥ EJERCICIO 18

Escribir con numeros ardbigos los numeros romanos de los ejercicios

siguientes:

j

2.
3.

Colén descubrié la América en el afo MCDXCII y murid en el afio MDVL
Don Benito Juirez murié el XVIII de julio de MDCCCLXXIL

La Invasion comenzd el XXII de octubre de MDCCCXCV y termind el
mismo dia del MDCCCXCVL

La Republica de Venezuela proclamé su independencia el dia V del
VII mes del afio MDCCCXI.

El cuadrante del meridiano terrestre tiene aproximadamente }"-{4 de metros.
Céspedes dio el Grito de Yara el dia X de octubre de MDCCCLXVIIL



El problema de las |

ldades no lue conocido por los antiguos en su forma aritmiética. El primero que uti-

lizd el signo igual (=), y expuso algunas cuestiones tedricas nobre las igualdades fue Robert Recorde, en

su obra "The Ground of Arts”, publicada en Londres en 1542. Mas tarde, en el siglo XVII, el inglés Hamriot y el
francés Bouguer establecieron el uso dg los signos mayor gue [ >) ¥ menor gue (< ).

RELACIONES DE IGUALDAD capiruto |/
Y DESIGUALDAD

IGUALDAD ENTRE NUMEROS NATURALES

Sabemos (38, 29) que todos los conjuntos coordinables entre si tienen
el mismo mimero cardinal. Por tanto, podemos decir que:

Numeros iguales son los que representan conjuntos coordinables.

| Ejemplo |

Si en un tranvia cada persona ocupa un asiento de modo que no queda ningln
asiento vacio ni ninguna persona de pie, ambos conjuntos estdn coordinados,
luego si o es el nimero que representa el conjunto de personas y b el nimero
que representa el conjunto de asientos, tendremos que los nimeros @ y b son iguo-
les (o son el mismo nimero), lo cual se expresa por la notacion

a=b vy se lee o igual o b.
Lo expresion o =b es una iguoldod en la cual o que estd o lo izquierdo del

signo = es el primer miembro y b que esté o lo derecha del signo = es el segundo
miembro.

48
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.DESIGUALDAD ENTRE NUMEROS NATURALES

Cuando dos conjuntos no son coordinables entre si tienen desigual
namero. Por tanto, podemos decir que:

Numeros desiguales son los gue representan conjuntos no coordi-
nables.

Ejemplos I

Si en un fronvia no es posible lograr que cado pasojero ocupe un asiento y
cada osiento esté ocupado por uno sola persona, ambos conjuntos no son coor-
dinables y ello obedecera © que hay mds personas que asientos © mds asientos
que personas. Entonces, si a es el nomero que representa el conjunto de personas y
b el nimero que representa el conjunto de asientos, diremos que a es desigual a b.
Si hoy mds personos que asientos después que codo asiento esté ocupado por
una persona, quedaran personas de pie; entonces el conunto de los osientos
estd coordinado con una parfe del conjunto de personas y en este coso diremos
que el nimero de personos o es mayor que el nimero de osientos b o que el
numero de asientos es menor que el numero de personas lo cual se expresa con
la siguiente notacién: v
~a>bob<a.

Luego, un nimeroc @ es mayor que ofro nimero b cuando el conjunto que repre-
senta b es coordinable con uno porte del conjunto que representa a.

S hay mds asientos que personas © menos personas que osientos, después que
cada persona ocupe un osiento quedaron asientos vocios; entonces el conjunto
de personas estord coordinado con una parte del conjunto de asienlos y en esle
caso diremos que el nimero de personas o es menor que el nUmero de asientos b o
que el nimero de asientos es mayor que el nimero de personas, lo que expresa con
la notocion:

a<bo b>a

Luego, un nimero o es menor que otro nimero b cuando el conjunto que repre-
senta a es coordinable con una parle del conjunto que representa b

Al escribir vna desigualdad hay que poner el nimere mener junto al vértice del
signo < y el nimero mayor junto a la abertura.  Asi,

5<8
10> 6.

El primer miembro de una desigualdod es el nimero que esta a la izquierdo del
signo < o > y el segundo miembro es el nimero que estd a la derecha. Asi,
en 5<8, 5 es el primer miembro y 8 el sequndo miembro.

POSTI.ILADQ DE RELACION

Sea a el nimero de elementos del conjunto A y b el niumero de ele-
mentos del conjunto B. Necesariamente, tiene que ocurrir una de estas
dos cosas: A es coordinable con B o no lo es.

Si A es coordinable con B, a = b.
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Si A no es coordinabic con B, ello serd debido a que A tenga mids
elementos que B y entonces @2 > b 0 a que A tenga menos elementos que B
y entonces @ < b. Podemos, pues, enunciar el siguiente:

POSTULADO

Dados dos niimeros a y b necesariamente tiene que verificarse una y
s6lo una de estas tres posibilidades: a=b,a>boa<bh.

Estas tres posibilidades se completan, es decir, necesariamente tiene
que verificarse una de ellas. En efecto: Es imposible que un nimero a
no sea igual, ni menor ni mayor que otro niimero b. Es imposible que la
edad de una persona no sea ni 20 afios, ni menos de 20 afos, ni mids de
20 arios.

Estas posibilidades se excluyen
mutuamente, es decir, que si se veri-
fica una de ellas las otras dos no pue-

Sia=b,noesa>bnia<h.
Sia>b,noesa=bnia<h.
den verificarse. Asi, v Siac<h,mea=bnis>bh

Si una persona tiene 20 afios, no tiene ni mis ni menos de 20 afios;
si tiene menos de 20 afos, no tiene ni 20 afios ni mas de 20 anos; si tiene
mds de 20 afios, no tiene 20 afies N1 menos de 20 afios.

SIGHOS DOBLES EN LA DESIGUALDAD

Si una de las tres posibilidades no se verifica, necesariamente tiene
que verificarse una de las otras dos. Asi:

Si a no es igual a b, necesariamente a > b oa < b. ()
Si a no es mayor que b, - a=boa<bh.()
Si @ no es menor que b, & a=boa>b. ()

Para expresar que un niimero no es igual a otro se emplea el signo 7,
que es el signo == cruzado por una raya; para indicar que no es mayor
que otro, se emplea €l signo }, y para indicar que no es menor que otro
se emplea el signo 4.

Empleando los signos £, 3 y 4, |Si a £ b, necesariamente a < b.
las relaciones (1), (2) y (3) pueden cs- Sia} b, i a= b

cribirse: =il Siaq b, " as b.

Vemos, pues, que el signo 7 (no igual) equivale al signo doble = (ma-
yor o menor que); el signo } (no mayor) equivale al signo doble = (igual
o menor que) y el signo 4 (no menor) equivale al signo doble = (igual o
mayor que).
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EJERCICIO 19

Establecer la relacién adecuada entre los nimeros 3 y 5: 8 y 7.
R. 3<5; 9>T.

¢Qué signiflica que el nimero m es igual a n; que m >n; que m<n?
R. Que el conjunto que representa m es coordinable con el que repre-
senta n; que el conjunto que representa n es coordinable con una parte del
conjunto que representa m; que el conjunto que representa m es coordi-
nable con una parte del conjunto que representa n.

En un colegio hay x dormitorios e y pupilos. ;Cuindo sera x =y, cudndo
x >y y cudando x <y, de acuerdo con la coordinacion de los conjuntos que
ellos representan? R. Cuando el conjunto de pupilos sea coordinable con
el conjunto de dormitorios; cuando el conjunto de pupilos sea coordinable
con una parte del conjunto de dormitorios; cuando el conjunto de dor-
mitorios sea coordinable con una parte del conjunto de pupilos.

a es un nimero de jévenes y b un mimero de muchachas. Qué relaciones
se podrin escribir si al formar parejas sobran jévenes; si sobran muchachas;
si no sobran jévenes ni muchachas? R. a>b; a<b; a=b.

¢Por qué cierto niimero de ldpices es igual a cierto niimero de naranjas?
R. Porque ambos conjuntos son coordinables.

Explique cudndo cierto nimero de personas es menor que cierto nimero
de sombreros. R. Cuando el conjunto de personas es coordinable con
una parte del conjunto de sombreros.

Explique por qué el niimero de profesores de un colegio es mayor que el
numero de aulas del colegio. R. Porque el conjunto de aulas es coordi-
nable con una parte del conjunto de profesores.

Reparto x ldpices entre los n alumnos de una dase dando uno a cada
alumno y quedan alumnos sin ldpices. ¢(Qué podrds escribirr R. x<n.

En un tranvia de 32 asientos entran x personas y no quedan asientos vacios.
éQué relacién puede escribir? R. x =32 o x> 32.

Reparto m lipices entre los 18 alumnos de una clase y sobran lipices.
¢Qué puede escribirr R. m > 18.

En un émnibus que tiene 20 asientos entran n personas y no quedan
personas de pie. ¢Qué relacion puede escribir? R. n<20 o n=20.

La velocidad x de un automévil que poseo no puede pasar de 140 Kms.
por hora. (/Qué puede escribir? R. x =140 o x < 140.

Si la velocidad x de un auto no puede bajar de 8 Kms. por hora, (qué
puede escribir? R, x=8 o x> 8.

Yo no tengo 34 anos. Si mi edad es x anos, Jqué puede escribir?
R. x<31 o x>34.

Para contraer matrimonio un hombre necesita tener 14 anos cumplidos.
Si Juan que tiene n anos se casa, ¢cudl es su edad? R. n=14 afos o
n> 14 anos.
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16. Si a es la edad de una nifia que se examina de Ingreso, ¢qué edad tiene
la niiiar R. a=13 o a>13.

17. Con los x centavos que lengo puedo comprar una entrada para el
cine. 5i la entrada no cuesta mds de 20 centavos, ¢qué puede escribir?
R. x=20, x<20 o x>20.

18. Con 30 cts. puedo comprar una entrada que cuesta x as. ¢Qué relacion
puede escribir?  R. x =30 o x < 30.

18. Con 50 cts. no puedo comprar una entrada que cuesta x cts. ¢§Qué relacién
pucde escribir? R. x> 50.

20. En un colegio hay n aulas y no hay diesz aulas. ¢Qué puede escribir?
R. n<10 o n>10.

21. Para ser representante hay que tener 21 anos cumplidos. Si Roberto Garcia
es Representante, ¢cudl es su edad? R. 2] anos o mas de 21.

REPRESENTACIC.'N GRAFICA DE LA IGUALDAD
Y LA DESIGUALDAD

Sabemos que cada niimero natural se representa grificamente por un
segmento que contiene al segmento umidad tantas veces como elementos
tiene el conjunto que represcnta el nimero.

Dos niameros son iguales cuando representan dos conjuntos coordina-

bles, o sea, dos conjuntos que tienen igual ni- 4

mero de elementos, luego dos numeros iguales &

se representaran por dos segmentos que conten-

gan igual nimero de veces al segmento unidad, 4

o sca, por dos segmentos iguales. Asi: 4=14 se

representa: V8 l FIGURA 17

Cuando un numero es mayor que otro el conjunto que representa el
nimero mayor tiene mds elementos que el conjunto que representa el nu-

mero menor, luego el segmento que representa 5

el numero mayor contendri al segmento unidad
mas veces que el segmento que representa el
numero menor, o sea, que ambos segmentos se-
rin desiguales. Asi: 7> 4 se representa: by DS 13

Cuando un nimero es menor que otro, el 5
segmento que representa el nimero menor con-

tene menos veces al segmento unidad que el que
representa el nimero mayor. Asi: 5 <6 se re-
presenta: P FIGURA 19 |

En resumen: Segmentos iguales representan nimeros iguales y seg-
mentos desiguales representan niimeros desiguales.
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» EJERCICIO 20
Representar griaficamente:

1. 3=5. 3. 3>2 3 8<10. T 15=15.
2 .5<8. 4 6>4 6 9> b B 7 <12

LETES DE LA IGUALDAD

Las leyes o caracteres de la igualdad son tres:
) Caracter idéntico. Todo nimero es igual a si mismo.
- a=a

2) Caracter reciproco. Si un numero es igual a otro. éste es
igual al primero.

Ejerpie |
Asi, si: . A'ﬁ&; &{-—_ﬁ‘:

Sii la edod de Pedro es igual @ la de Rosa, la de Rosa es igual o lo de Pedro,

El carécter reciproco de las igualdades nos permite invertir los dos miembros
de una igualdad sin que lo igualdad varie.

1) Caracter transitivo. Si un namero es igual a otro v éste es
igual a un tercero, el primero es igual al tercero.

Ejemplo

Asi, si: azbyb

Si la edad de Pedro es igual a la de Juan y la de Juan es igual a la de En-
nique, Pedro y Enrique tienen lo misma edad.

El carécter tronsitive de las igualdades se suele enuncior diciendo que dos

cosas iguales a una tercera son iguales enlre si o también que si dos igualda-
des tierlen un miembro comin, con los otros dos miembros se puede formar

igualdad.

LEYES DE LA DESIGUALDAD

En la desigualdad no existe el caricter idéntico, pues es imposible que
un nimero sea mayor o menor que €l mismo. Asi, es imposible que
m>moque m<m.

Tampoco existe el cardcter reciproco.  Si un numero es mayor que
otro, este ultimo nu puede ser mayor rue el primero, sino menor. Asi,
siendo a > b no se verifica que b >a, sino que b < a.
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Lo anterior nos dice que si se invierten los miembros de una des-

igualdad, cambia el signo de la desigualdad. Asf, para invertir los miem-
bros de la desigualdad 5 < 7 hay que escribir 7 > 5.
Las desigualdades sélo tienen cardcter transitivo, que vamos a estudiar.

o CARACTER TRANSITIVO DE LAS RELACIONES
DE MAYOR Y MENOR

1) Si un nimero es mayor que otro y éste es mayor que un ter-
cero, el primero es mayor que el tercero.

Asi, si: a>byb>ca>c

Si el aula Marti tiene mayor nimero de alumnos que el oula Agramonte y ésta tiene
mayor nimero de alumnos que afios su profesor, el aula Marti tiene més alumnos
que anos el profesor.

2) Si un mimero es menor que otro y éste es menor que un ter-
cero, el primero es menor que-el tercero,

Asi, si: a<byb<ca<e.

Ejemplo I

Si Pedro tiene maés pesos gue yo aios yﬁmiqueﬁeqemés primos que pesos
tiene Pedro, mis afos son menos que los primos de Enrique.

Los propiedades anteriores 1 y Z se pueden
enuncior de este modo: Si se lienen dos des-
igualdodes del mismo sentido Ilas d'a}'d. am-
bas con > o ombas con <) loles que el se-
gundo miembro de lo primera seo igual ol Asl: ;Z: Y :Z?‘ lvega ;Z?i
primer miembro de la segunda, de ellas resul- ’>77">9 ~ A>T
fa otra desigualdad del mismo sentido, cuya Y ” 6
primer miembro es el primer miembro de lo 7<B8y 4<7 . 4<

primera desiqualdad y cuyo segundo miem-
bro es el segundo miembro de lo segunda
desigualdad.

Si dos desigualdades como los anteriores
fueron de distinto sentido, el primer miem-
bro de la primera puede ser igual, menor o
mayor que el segundo miembro de la se-
gunda.

Asi: 3<5y5>2y3>2
8>6y6<9yB8<Y.
74y AT y7=1.
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EJERCICIO 21

Aplicar el cardcter reciproco de las igualdades a x =y, a+ b=¢; p=g+r.
R. y=x;c=a+b; g+7=p.

Mis x afios son tantos como los y hermanos de Enrique. ¢Qué puede escri-
bir de acuerdo con el caricter reciproco de las igualdades? R. y=x.

Aplicar ¢l caracter transitivo a las igualdades siguientes:

m=n y n=p. R. m=p.
‘p=q y r1=p. R g=r
x=y y n=y R. x=n
a+b=c y =x=a+b R. c=x

Mi aula tienc tantos alumnos cdmo anos tenge yo y Maria tiene tantos
primos como alumnos tiene mi aula, luego... ¢Qué cardcter aplica para
ello R. Transitivo.
m=n+p y n+p=c+d luego... R. m=c+d.
Si m>n resulta que n?m. R. n<m,
Siendo x <y resulta que y?x. R. y>x.
¢Qué se deriva de cada una de las parejas siguientes de desigualdades de
acuerdo con el cardcler wransitivor:

7>6 y#5>2 R T>2

9>3 y 3>2 R 9>2

a<b y b<m. R. a<m.

m<n y n<p. R m<p.

6> 3 y 2<3 resulta que.... R. 6> 2

9<11 y 9>7 resulta que... R. 7<L

20> 6 y 3<6 resulta que... R. 20> &.
Expresar el cardcter transitivo de la relaciéon de mayor con los nimeros
8§,3y7 R.8>7 y 7>3 luego 8>3.
Represente graficamente el cardcter transitivo de la relacién de menor con
los nimeros 2, 5y 9. R. 2<5y 5<9 luego 2<9.
Expresc el caricter transitivo de la relacién de menor con 11, 9 y 7-
R, 7<9y 9<11 luego T<1l.
Represente gralicamente el cardcter transitivo de la relacién mayor con
Lres nimeros consecutivos.
Dem>nym<p, resulta que... R. p>n.
Pedro es mayor que Maria y menor que Jorge. ¢(Cuidl es el mayor de los
wes? R. Jorge,
Mi casa es menor que la de B y mayor que la de C. ¢Cudl de las tres es
la menor? R. La de C.

Yo tengo mis dinero que ti y menos que tu primo. (Quién es el mis rico?
R. Tu primo.
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@ COMBINACION DE IGUALDADES Y DESIGUALDADES
Estudiaremos los 3 casos siguientes:

1) Combinacién de igualdades y desigualdades que tengan todas
el signo

Ejemplos

(1) Combinar o=b, b>¢, c>d y d>e
Tendremos: a=b>c>d>e y de aqui 0 >e.

(2) Combinar m>n, p>r,q=myn=p.
Tendremos: g=m>n=p>r y de aqui g>r:
Vemos pues, que cuando todos los signos de desiguoldad son > se deduce la
relacion de mayor entre el primer miembro y el Gltimo,
2) Combinacion de igualdades con desigualdades que tengan
todas cl signo

(1) Combinar a=b, b<c, c<d yd<e
Tendremos: o =b<c<d<e y de aqui a<e.
(2) Combinar p< g, r<s,r=gq,s=myn>m.
Tendremos: p<g=r<s=m<n y deaqui p<n.
Vemos pues, que cuando todos los signos de desigualdod son < se deduce
la relocion de menor entre el primer miembro y el Gltimo.
3) Combinacion de igualdades v desigualdades no todas del
mismo sentido.

| Ejemplo I

Combinar a =b, b>c, c>m y m<p.

Tendremos: a=b>e>m<p.

De aqui no se puede deducir relacién alguna entre @ y p pues puede ser
a=p,a>poa<p.

ORDENAMIEHTO DE LOS NUMEROS NATURALES

Hemos visto en el niimero 34,que los niimeros naturales son solamen-
te simbolos que representan la sucesion fundamental de conjuntos finitos,
v como en esta sucesion cada conjunto tiene un elemento menos que el
siguiente, cada conjunto de la sucesion fundamental es parcial con relacion
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al siguiente, luego cada nimero natural que representa un conjunto dado
es menor que el nimero que representa el conjunto siguiente. Por tanto,

0<1,1<2,2<8,3<4, 4<5, ete.

y combinando estas desigualdades, resulta:

0<1<2<3<4<5<6<T......

Vemos, pues, que los elementos de la serie natural de los numeros es-

tdn ordenados en orden ascendente.

>

10.

11.

12.

13.

14.

EJERCICIO 22

Reunir en una sola expresion a=b, L >¢, ¢ > d y hallar la relacién entre
ayd. R. a=b>c¢>d; a>d.

Combinar a=m, m<n, n<p y hallar la relacion final.

R. a=m<n<p; a<p.

Combinar 7> 5, 3=3, 5> 3. 83> 2 y hallar la relacién final.

R. 7T>5>3=3>2; 7T>2

Combinar x>y, z>p, gq=p, q>r, y=z y hallar la relacién final
R. x>y=z2>p=q>i. 2>

Reunir en una sola expresion c<d, e=f, d<e, f=g, h>g y hallar la
relacion linal. R, e<d<e=f=g<h; e<h.

Reunir en una sola expresion b=¢, ¢<d y a>b. jPuede hallar la rela-
amentre a y dr R, a>b=c<d; no.

Combinir m=n, p<g, q>1, n>p. ¢Hay relaciébn final?

R. m=u>p<qg>r no

Combinar x<y, 2>y, p>z, a=x. ¢Hay relaciébn hnal?
R.ou=x<y<z<p: si, a<p.

A es mayor que B, D ¢s mayor que F y B es igual a D. ;Quién es mayor,
Aok R. A

M s menor que N, P es igual a (), P es mayor que N y Q es menor que S.
{Como s M con relacion a 82 R. M <.

A es mayor que B, D ¢s mayor que E, H es igual a I, H es menor que F,
F es igual a E, C es menor que By D es igual a C. jCémo es A con
relaciom a 12 R, A> L

Carlos dice & un amigo: Yo soy mayor que tid, th eres mayor que Enrique,
Pedio y Juan son jimaguas, Solia ¢s mas joven que Juan y Pedro es mas
joven que Enmvigue. (Cudl es el mayor? R, Carlos.

Pedro es mis alto que Juan, Carlos mds bajo que Enrique, Carlos miis
alto que Roberwo y Ennque mis bajo que Juan. Quién es el mds alto?
R. Pedro.

En un examen Rosa obtuve menos puntos que Maria, Laura menos que
Edelmira, Noemi igual que Sara, Rosa nuis que Carmelina, Laura igual
que Maria y Noemi mis que Edelmira. jQuién obtuve miis puntos de
todas y yuicn menos? R, Mis puntos Sara y Noemi; menes puntos
Carmelina.



La primera operacién aritmética que se id fue la Para resolver esta operacién siempre se re-

curria a elementos concretos, puesto que no se habia llegado a un grado suficiente de abstraccidn matemi
tica. En Amaérica, los incas, que alcanzaron un elevado nivel de cultura, practicaban la suma haciendo nudos
on unas cusrdas de vivos énlu_l_l,_a_qul iban juntando hasta formar el llamade quipo.

CAPITULO V|
OPERACIONES ARITMETICASy SUMA

OPEMCIONES ARITMETICAS

Las operaciones aritméticas son siete: suma o adicién, resta o substrac-
ci6n, multiplicacion, division, potenciacion, radicacion y logaritmacién.

CLASIFICACIDN

Las operaciones aritméticas se clasifican en operaciones de composi-
cién o directas y operaciones de descomposicién o inversas.

La suma, la multiplicacién y la potenciacion son operaciones directas
porque en ellas, conociendo ciertos datos, se halla un resultado.

La resta, la divisidn, la radicacion y la logaritmacion son operaciones
INVErsas.

La resta es inversa de la suma; la division es inversa de la multipli-
cacion; la radicacion y la logaritmaciéon son inversas de la potenciacion.
Estas operaciones se llaman inversas porque en ellas, conociendo el resul-
tado de la operacion directa correspondiente y uno de sus datos, se halla
el otro dato.

58
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SUMA

SUMA DE CONJUNTOS

Sumar dos 0 mds conjuntos (sumandos), que no tienen elementos co-
munes, es reunir en un solo conjunto (suma) todos los elementos que inte-
gran los conjuntos dados y sélo ellos.

Asf, sumar los conjuntos

AB, MNP, QRS

es formar el conjunto ABMNPQRS, que contiene todos los elementos de
los conjuntos dados y sélo ellos.

Sumar los conjuntos

es formar el conjunto ....:.. Foooos
Podemos, pues, decir que:

Conjunto suma de varios conjuntos dados (sumandos) que no tienen
elementos comunes, es el conjunto que contiene todos los elementos de
los conjuntos sumandos y sélo ellos.

Asi, el conjunto alumnos de Bachillerato de un colegio es el conjunto
suma de los conjuntos alumnos de 1* afio, alumnos de 2? afio, alumnos
de 3 aiio, alumnos de 4° aiio y alumnos de 59 aiio. '

SUMA DE NUMEROS NATURALES

Suma de varios nimeros naturales es el nimero cardinal del conjun-
to suma de los conjuntos cuyos niimeros cardinales son los niimeros dados.
Asi, al sumar los conjuntos

cuyo numero cardinal es 2
L L 3
L] " " L1

Y:-:- ” " " n 4

obtenemos el conjunto

---------

cuyo numero cardinal es 9 (que se obtiene contando sus elementos). Por
tanto, 9 es la suma de 2, 3 y 4, lo que se expresa:

-ﬁ“ﬂmﬁ‘fﬁ*@;-
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® ARITMETICA

@REPRESENTACION GRAFICA DE LA SUMA

(1) Representar graficamente lo sumo 2+ 4=6.

R P

e 2 . 4

4 0 ¥ > P | FIGURA 20
-

Se representan los sumandos (fig. 20) por segmentos como se vio en el ni-
mero 76 y se tronsporton los segmentos sumondos consecutivamente sobre
una semirecto a portir de su origen O. El segmento totol que resulta OA =6
es la representacion grofico de lo suma 2+ 4 =46,

{2) Representar gréficamente la sumo 1+3+5=9.

El segmento total OA =79 [fig. 21) es lo representacién gréfica de lo suma
14+345=9

» EJERCICIO 23

-

3.

Formar el conjunto suma de los conjuntos de letras al, mis, por.
R. Almispor.
¢Cuil es el conjunto suma de los conjuntos alumnas y alumnos de un
colegio?  R. Lkl conjunto [ormado por todos los alumnos del colegio.
El Congreso de nuestra Patria cs €l conjunto suma de... R. La Cimara
y el Senado.
¢Qué es la provincia de la Habana con relacién a los municipios de la
Habana? R. Ll conjunto suma.
Si se juntan en una caja varios lipices azules, varios rojos y varios blancos,
¢qué se obtiene? R. El conjunto suma.
Il:.ep;escmar con ninmeros la suma de los conjuntos de letras Lima, mia, fe.
Formar ¢l conjunto suma de los conjuntos de letras siguientes y hallar el
nimero cardinal de la suma:

a) cabo, tuve.

b) mesa, pobre, fin.

c) lbro, puse.

R. cabotuve, 8; mesapobrefin, 12; libropuse, 9.
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8. Representar graficamente las sumas:
a) 344 ) 2+5+6.
b) 548 d) 1+4+247.
8. ¢Por donde se empieza la adicién y por qué?
10. ¢Cudndo se puede empezar la suma por cualquier columna?

11. Comar
De

n
n
-]

5 desde el 6 al 36, del 7 al 577, del 8 al 53.
6 w w 84 06 , B, 63 5, 10, B2
w ek 58w 2 95 o 265 96
" B » =« 380, 102 ., 31, 111, , 92. 128
w 9w 9 W w4, 108, ,, 46 . 136, . 47 . 155.
o IV 5 11 w0 wiDs 1190 5 21 g 163 5 B2 1B
w12 w12 5 & T 10L 6 65 176 w 9w 1T
w 33 0 1B = o S 188 - 1B 183 . 31 BT
12. Escribir y sumar las cantidades siguientes: 3 unidades de tercer orden,

2 de segundo, 1 del I)rimero: 4 del cuarto orden, 15 del primero; 14 del
cuarto orden, 132 del primero.

(-1
4

oo =]

13. Escribir y sumar las cantidades: 2 decenas de decenas, 6 unidades; 3 cen-
tenas, K decenas de centenas, 4 décimas de centenas; 5 millares de centenas,
6 decenas de décimas, 1 millar de centenas.

14. Escribir y sumar las cantidades: 8 unidades del quinto orden, 7 millares
de centésimas; 4 centenas de millar, 2 milésimas de millar; 9 millares de
millar, 4 decenas de centenas, 6 centésimas de millar; 8 millones de cen-
tenas, 5 centenas de centenas, 6 decenas de decenas.

CASOS PARTICULARES DE LA SUMA
1) Sumando unidad. Hemos visto (34) que el 1 representa los con-
juntos de un solo elemento.

Sumando conjuntos de un solo elemento, tenemos:

1 silla + 1 silla + 1 silla = 3 sillas.

1 pera+ 1 pera+ 1 pera=3 peras.
Vemos, pues, que el niimero 3 es la suma de tres sumandos 1.
Del propio modo:

4=14+14+141

0 sea que ¢l namer ando: al:
sea ( | nimero 4 es la suma de cuatro sumandos 1 y en general
iR L S s 3 = o)
‘a=1+1+1... (a sumandos 1).

Por tanto, cuando todos los sumandos son 1 la suma es igual al
numero de sumandos.

2) Sumando nulo. Médulo de la adicion. Sabemos que el 0 repre-
senta los conjuntos nulos 0 conjuntos que carecen de elementos.
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Si a un conjunto cualquiera, por ejemplo, a un conjunto de n sillas,
le sumamos un conjunto nulo, la suma serd el mismo conjunto de n sillas.
Por tanto, tenemos que:

n+0=mn

El 0 es el inico mimero que sumado con otro no lo altera. Elg es
el modulo de la suma.

LEYES DE LA SUMA

Las leyes de la suma son cinco: ley de uniformidad, ley conmutativa,
ley asociativa, ley disociativa y ley de monotonia.

I. LEY DE UNIFORMIDAD
Esta ley puede enunciarse de tres modos que son equivalentes:

1) La suma de varios niimeros dados tiene un valor Gnico o

siempre es igual.
3 sillas + 4 sillas =7 sillas.

3 mesas + 4 mesas — 7 mesas.
3 dias + 4 dias =17 dias.

Vemos, pues, que la suma de 3 y 4, cualquiera que sea la naturaleza
de los conjuntos que ellos representen, siempre es 7.

2) Las sumas de numeros respectivamente iguales son iguales.

Si en cada aula de un colegio cada asiento estd ocupado por un alum-
no de modo que no queda ningin alumno sin asiento ni ningln asiento
vacio, tenemos que el nimero de alumnos de cada aula es igual al name-
ro de asientos del aula.

Si sumamos los nimeros que representan los alumnos de cada una de
las aulas, esta suma serd igual a la suma de los niimeros que representan
los asientos de cada una de las aulas.

3) Suma de igualdades. Sumando miembro a miembro varias
igualdades, resulta una igualdad.

Asf, sumando miembro a miembro las igualdades

a==b
c=d
m=n

resulta a4+ c4+m=>b+d+4n.
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Il. LEY CONMUTATIVA

El orden de los sumandos no altera la suma.

Ejemplo

Si en lo suma
2 libros + 3 libros + 4 libros =9 libros

cambiamos el orden de los conjuntos sumandos, el conjunte suma no voria,
porque contiene el mismo nimerc de elementos y asi, tenemos:

3 libros + 2 libros -+ 4 libros =9 libros.

4 libros + 3 libros + 2 libros =9 libros.

Por tanto, podemos escribir que:
24344=3+2+4+4=4+3+2=244+3, elc.

Ill. LEY ASOCIATIVA

La suma de varios nimeros no varia sustituyendo varios sumandos
por su suma.

Ejemplos

{1) Si A tiene 5 aios, B é afios y C B afios, sumando edades, tendremos:
5 anos + 6 ofos + 8 afos = 19 afos.
El mismo resultado se obliene si sumamos primero los edades de A y B, lo
cuvol se indica incluyendo estos cantidades en un paréntesis, y o esta suma
le anadimos la edod de C:
(5 afios + & anos] + 8 afios = 19 anos
————

11 afios
porque en ombos cosos el conjunto suma contendréd el mismo nimero de
anos. Luego tenemos que 5+ 6+8=(5+6)+8.

(2) Igualmente se tendra:

3+4+5+6=(3+4)+(5+6)=3+[4+5+

PARENTESIS

Los paréntesis o signos de agrupacion tienen cuatro formas:
( ) llamados paréntesis ordinarios.
[ ] " corchetes o paréntesis angulares.
{1} " Llaves.
—  vinculo o barra.
SU USO COMO SIGNOS DE AGRUPACION

Los paréntesis son signos de asociacién o agrupacién, pues se usan
para asociar o agrupar los numeros indicando una operacién. Cuando
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una operacién se encierra en un paréntesis, ello indica que dicha opera-
cién tiene que efectuarse primero, y con el resultado de ella se verifica
la otra operacién indicada.

Ejemplos

(1) En lo expresion (3 + 4]+ 6 el paoréntesis indica que primero se efectia la
suma (3-+ 4) =7 y este resultado se sumo con &
[34+4)+6=7+6=13. R
{2) En (2+5)+ 6+ 4] los paréntesis indicon que primero se efection los sumos
[2+5=7 y [6+4)=10 y lvege se sumon ambas:
(2+5)+(6+4)=7+10=17, R,
{3) En la expresién 100 —[18 + (& — 4] los poréntesis indican que primero se efec-
tia (6 — 4] = 2, este resultodo se suma con 18; 18 + 2 = 20 y 20 se resto de 100:
100—20=80. R.

:v. LEY DISOCIATIVA )
La suma de varios nimeros no se altera descomponiendo uno o

varios sumandos en dos o mis sumandos.
Esta ley es reciproca de la ley asociativa.

[Bjemplos |

{1} En lo suma 10+ 3, puesto que 10 =84 2, tendremos que:
1004+3=8+2+3.

(2) En lo suma 12 + 15, puesto que 12=9+3 y 15=7 + 6 + 2, tendremos:
124 15=943+7+6+2

SUMA DE IGUALDADES Y DESIGUALDADES

V. LEY DE MONOTONIA

Consta de dos partes:
1)  Sumando miembro a miembro desigualdades del mismo sen-

tido con igualdades resulta una desigusldad del mismo sentido.

(1) Siendo 8>3 (2) Siendo a<b
5=5 c=d
resulta 8+ 5>3+5 ;:;

13>8.

resullc o+ c+et+g<b+d+f+h



suma @® 65

2) Sumando miembro a miembro varias desigualdades del mismo sen-
tido, resulta otra desigualdad del mismo sentido.

! Ejemplos I

(1) Siendo 5>13 (2) Siendo a<b
4>2 c<d
——— e<f
resulta 54+4>3+2
9>5. resulta a+c+e<b-+d+ 1.
ESCOLIO

Si se suman desigualdades de sentido contrario, el resultado no pue-
de anticiparse, pudiendo ser una desigualdad o una igualdad.

=3

(1) 8>3 (2) 5<7 (3) 5<¢
5<12 8>2 6>2
8+5<3+12 5+48>7+2 5+46=9+2
13<15. 13>9 =1

# EJERCICIO 24

1. ¢Cuil es ¢l madulo de la adicitn? ¢Por qué? R. El 0, porque sumado
con otro numero no lo altera.

2. ¢Cuindo la suma ¢s igual 2 un sumando? R. Cuando todos los sumandos
menos uno son (.

3. ¢Cuiando la suma es igual al nimero de sumandos? R. Cuando todos los
sumandos son 1.

4. Si P esla suma de P sumandos, ccudles son los suinandos?  R. Todos son 1.
p. Sumar las igualdades:

c=d
= — Zb
ML B =

R. a) 6+a=6+0. b) m+p=n+q. c) c+a+m=d+3+n.
d) atmin=b+c+p.

g Aplicar la ley de uniformidad a las igualdades:

a+b=c+d
a=3+1 xt+y=z
) { = b) { o= <) 18=m+n
6=b+ec S5+6=11 x =949

R. a) at+6=4+b+c. b) x+y+11=z+11.
€) a+b+18+x=c+d+m+n+9+y.

3 Aritmitica
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10.

i ]
12.
13.
14.

15.

16.
17.
18.

18.

20.

21.

Sia +b+c=S§, ycudl serd la suma de b +c+a? ¢Por qué? R. §, por la
ley conmutativa.

m+n+p+g=p+g+mitn=m+g+p+npor..... R. La ley con-
mutativa.
Aplicar la ley conmutativa a la suma a + b + ¢ escribiéndola de 6 modos

distintos.  R. a+b+c, a+e+b, bta+c, b+c+a, c+a+b, c+b+a.
La suma 2+ 3+ 3+ 6 se puede escribir de 24 modos distintos aplicando
la ley. ... Escribirla de 12 modos distintos.  R. Conmutativa; 2+3+546,
24-3+6+5, 2+6+5+3, 2+6+3+5, 24+5+3+6, 2+5+6+3, etc.
243+4=5+4 por la ley.... R. Asociativa.
Siendo m+n+ p=g podremos escribir que (m+n)+p=gq por la
ley..... R. Asociativa.
Siendo m+n+p=g y (m+n)=a podremos escribir por la ley asocia-
tiva que.... R. a4+p=gq.
Escribir la suma 6 +5 + 4 de tres modos distintos aplicando la ley asocia-
uva. R. (64+5)+4, (6+4)+5 6+(5+4).
Escribir la suma 1+ 2+ 3+ 4 de 6 modos distintos aplicando la ley aso-
ciativa. R. (1+2)+3+4, (14+3)+2+4, (1+4)+2+3,
C+3)+(1+4), 2+4)+1A+3). B+4)+(1+2).
Puesto que 8=5+ 3 tendremos que 8+ 6=.... por la ley disociativa.
R. 8+6=5+3+6.
Transformar la suma 9+ 7 en una suma equivalente de 4 sumandos. ;Qué
ley se aplica? R. 5+4+6+1; la ley disociativa.
Aplicar la ley.... a la suma 15+ 10+ 8 para transformarla en una suma
de 9 sumandos. R. Disociativa: 2+ 44+ 9+1+7+2+4+3+1.
Efectuar las operaciones siguientes:

a) 8+ (5+3)

b) 4+3)+(G+6).

) 3+(2+1)+(4+6+5).

d) @+4)+3+(6+1)+(7+5).

€ (12+15)+(34+2+1)+4+(5+3+2+8).

) 15+[9—(3+2)]

g) 150 —[18+ (5—3) + (6 —2)].

R. a) 16. b) 18. ) 21. d) 35. e) 55. ) 19. g) 126.

Sumar las desigualdades:

3>2 a<b.

a) {l;‘i;g b) %l;zig g {55143  d) {m<n+p.

a ’ 8>3 g+r<s.
R. a) 16>12. b) 18<23. ¢) 16>9. d) atmtgtr<bintp+se

Aplimr la lcy de monotonia en: a<h
m=n. :
a) b) 9 {p>q & ¢ ZF
> d 9 > 5 = f e=f.

. p+g<10.

R. a) ate>b+d. b) 17>5+a. ¢) mtp+rontg+s.
d) a+ctetp+g<bid+f+10.
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PRUEBAS Y COMPROBACIONES
La prueba de la suma puede verificarse de tres modos:

1) Por la ley conmutativa. Como segiin esta ley el orden de los su-
mandos no altera la suma, se suman los sumandos de abajo hacia arriba

y esta suma tiene que ser igual a la obtenida sumando de arriba a abajo,
si la operacion estd correcta.

; 164780 prueba.
.'.-

84325
73562

164780

2) Por la ley asociativa. Como segin esta ley la suma no se altera
sustituyendo varios sumandos por su suma, se verifican sumas parciales
con los sumandos,y la suma de estas sumas parciales tiene que ser igual
a la suma total.

3184
Ejem 215} 3399
16181

6134
9318

19580 19580
3) Por la prueba del 9. Véase nimero 272.

ALTElAClDNES DE LOS SUMANDOS

1) Si un sumando aumenta o disminuye un nimero cualquiera, la
suma aumenta o disminuye el mismo nuamero.

En efecto: El conjunto suma es la reunién de los elementos de los
conjuntos sumandos. Si los elementos de uno de los conjuntos sumandos
aumentan o disminuyen y el conjunto suma no aumenta o disminuye en
el mismo nimero de elementos, la suma no seria la reunion de los ele-
mentos de los sumandos, o sea, que no seria suma.

| . 8+3=1
Ejemplo l (B+2)+3=11+2=13

(B—2)+3=6+3=%.

2) Si un sumando aumenta un numero cualquiera y otro sumando
disminuye el mismo nimero, la suma no varia.

En efecto: Al aumentar un conjunto sumando en un nimero cual-
quiera de elementos la suma aumenta en el mismo nimero de elemnentos,
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pero al disminuir otro conjunto sumando en el mismo mimero de elemen-
tos, la suma disminuye el mismo nimero de elementos que habia aumen-
tado, luego no varia.

>

10.

=

EJERCICIO 25

#Qué alteracion sufre una suma si un sumando aumenta 6 unidades y
otro aumenta 8?7 R. Aumenta 14 unidades.

,a+b+ec=10. ¢Cudl seria la suma si @ aumenta 3, b aumenta 5 y ¢

aumenta 107 R. 28.

. m+ n =52 ¢Cudl serd la suma si m disminuye 4 y n disminuye 62 R. 42.
. X +a=59. ¢Cuil serd la suma si x aumenta 8 y a disminuye 82 R. 59.

x+ b=1516. ¢Cuil serd la suma si x disminuye 35 y b aumenta 86?
R. 1567.

. a+b+ec=104. Cudl serd la suma (a+5)+(b—8)+(c+92 R. 110.
. Un sumando aumenta 56 unidades y hay tres sumandos que disminuyen 6

cada uno. ¢Qué le sucede a’la suma? R. Aumenta 38 unidades.

. Un sumando dismiuye 6, otro 4, otro 7 y otros tres aumentan cada uno 5.

¢Qué le sucede a la suma?  R. Disminuye 2 unidades.

. 5+a+9=20. Hallar:

a) T+a+9 =.... d 5+(@—-2)+9=....
b) 4+a+6 =.... €) 11+(@—-3)+9=....
€ B+a+l2=.... B S5+@+b)+9=....

R. a)22. b) 16. ¢) 26. d) 18. e) 23. ) 20+ b.

a+x+19=80. Hallar el valm de m cuando:
a) (a—4)+ (x+ 5)+m=280. ) (a+3)+(x+2)+m=280.
b) (a+4)+ (x — 6) + m = 80. d) (@a—3)+(x—4)+m=80.
R. a) 18. b) 2. ¢) 12 d) 26

EJERCICIO 26

¢Cudnto costd lo que al venderse en §12517 deja una pérdida de $13187
R. $13835.

¢A como hay que vender lo que ha costado 9309 bolivares para ganar
131527 R. 10621 bolivares.

., Después de vender una casa perdiendo $3184 presté¢ $2006 y me quedé

con $13184. ¢Cudnto me habia costado la casa? R. $20374.

El menor de 4 hermanos tiene 21 aiios y cada uno le lleva 2 aiios al que
le sigue. ¢Cudl es la suma de las edades? R. 96 anos.

Hallar la edad de un padre que tiene 15 afios mds que la suma de las
edades de 4 hijos que tiencn, el 49, 3 anos; el 3% 1 aifio mads que el 49;
el 29,3 anos nuis que ¢l 39, y el 19 tanto como los otros juntos. R. 43 afios.
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11.

12.

13.

14.

16.

18.
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Una casa de comercio gan6 en 1961, $32184; en 1962, $14159 mis que el
afio anterior; en 1963 tanto como en los dos afios anteriores juntos; en
1964 tanto como en los tres afios anteriores y en 1965, $12136 mis que
lo que gandé en 1964 y 1962. ¢Cuinto ha ganado en los cinco aios?
R. $529641. !

Si ganara $56 menos al mes podria gastar $35 en alquiler, $40 en manu-
tencién, $18 en colegio para mis hijos, §59 en otros gastos y podria ahorrar
$32 al mes. ;Cuinto gano al mes? R. $240.
Para trasladarse de una ciudad a otra una persona ha recorrido: 38 millas
en auto; a caballo 34 millas mds que en auto; en ferrocarril 316 millas
mis que en auto y a caballo; y en avién 312 millas. Si todavia le faltan
516 millas para llegar a su destino, ¢cuil es la distancia entre las dos
ciudades? R. 1364 millas.
La superficie de la provincia de Matanzas excede en 223 Kms.? a la super-
fictie de la Habana; Pinar del Rio tiene 5056 Kms.* mds que Matanzas;
Las Villas tiene 7911 Kms.* mds que Pinar del Rio; y 4687 Kms.?
mids que Las Villas y Oriente 10752 Kms? mis que iey. Si la
superficie de la.provincia de la Habana es 8221 Kms2, jcudl es la super-
fice de Cuba? R. 114524 Kms.?
¢Cudl serd la poblacién de Cuba sabiendo que Pinar del Rio tiene 52642
habitantes mas que Matanzas; Camagiiey 169834 habitantes mis que Pinar
del Rio; Las Villas 411906 habitantes mis que Camagiey; la Haba-
na 508641 habitantes mds que Las Villas; que Matanzas tiene 395780
habitantes y que Oriente tiene 258803 habitantes mds que la Habana?
R. 5829029 hab.
Un hombre que nacié en 1911 se casé a los 25 afios; 3 anos después nacié
su primer hijo y murid cuando el hijo tenia 27 anos. ¢En que afo murié?
R. 1966.
Compré un librg que me cost6 $16; un traje que me costé $35: una cimara
fotogrifica que me costé $42 mds que el libro y el traje juntos; un anillo
que me costé $13 mds que el libro, el traje y la cimara; y un auto que
me costé $1235 mds que todo lo anterior. Si me sobran $211, ¢cudnto dinero
tenia? R. $2048.
Roberto Herndndez acabé el Bachillerato a los 15 afios; se gradué de abo-
gado 6 afios después; se casd § anos después; se embarcd para Méjico 7 anos
después y 12 arnos después obtuvo una Citedra. Si Roberto tuviera 12
afios mas habria nacido en 1909. ¢(En qué afio obtuvo su Citedra?
R. En 1966.
Cada uno de 6 hermanos recibié por herencia $316 mas que el anterior
r orden de edad, y el menor recibié $10132. Se pagé un legado de
561;} y se separaron $415 para gastos. ¢A cudnto ascendia la herenda?
R. §71561.

En reparar un auto se gastaron $86; en ponerle gomas $62; en pintura
§19 y al venderlo en §136 menos que el costo, se recibieron $854. ¢Cudnto
ha costado en total el auto? R. $1157.

Un auto abierto costé $984; uno cerrado $195 mds que el abierto, y un
camién tanto.como los dos autos juntos. En chapas se gastaron $56 y en
bocinas $35 mds que en las cha ¢En cudnto se vendieron si se obtuvo
una ganancia de $1200?7 R. $5673.



El signo méas antiguo para indicar la resta lo encontramos en el famose papiro de Rhind, tal como lo escri-

bian los egipcios (.A). Se cuenta que los signos actuales de suma y resta se debe a que los mercaderes antiguos

iban haciendo unas marcas en los bultos de mercancias. Cuando pesaban los sacos les ponian un signo
mas () o un signo (—), sediin fuvieran mayor o menor cantidad de la estipulada.

RESTA O SUBSTRACCION CAPITULO V"

RESTA. SU OBJETO COMO INVERSA DE LA SUMA

La resta es una operacion inversa de la suma que tiene por objeto,
dada la suma de dos sumandos (minuendo) y uno de ellos (substraendo),
hallar el otro sumando (resta, exceso o diferencia).

El signo de la resta es — colocado entre el substraendo y el minuendo.

Siendo a el minuendo, b el substraendo y d la diferencia, tendremos
la notacién:

a—b=d.

De acuerdo con la definicién de resta, la diferencia sumada con el

substraendo tiene que dar el minuendo.

Asi, en la resta 9 — 4 =5 se tiene que 5+4=9
y en 8 —2=6 se tiene que 6 +2=28.
En general, siendo a—b=d se tendrd que b+d=a.

¢POR QUE LA RESTA ES INVERSA DE LA SUMA?

La resta es inversa de la suma porque en ésta, dados los sumandos,
hay que hallar su suma, mientras que en la resta, dada la suma de dos su-
mandos y uno de ellos, se halla el otro sumando.

70
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@ PRUEBAS

La prueba de la resta puede verificarse de tres modos:
1) Sumando el substraendo con la diferencia, debiendo dar el mi-

nuendo.
- 93254 Pruebo: 58076 s.
Ejemplo 58076 . 35178 d.
35178 93254 m.

2) Restando la diferencia del minuendo, debiendo dar el subs-

traendo.
_ 15200 15200 m.
Ejemplo — 13896 1304 d.
1304 13896 s.

»

@Ol e

10.
1L
12.
13.
14.
15.
16.

3) Por la prueba del 9. (Véase nimero 274).

EJERCICIO 27

¢Por qué la resta se empieza por la derecha?

{En qué caso es indiferente comenzar la resta por cualquier columna?

Si el substraendo se suma con la diferencia, se obtiene ... R. El minuendo.
Si se resta la diferencia del minuendo, se obtiene . ... R. El substraendo.

Si se suma el minuendo con ¢l substraendo y la diferencia, se obtiene. ...
R. El doble del minuendo.

Si del minuendo se resta la diferencia y de esta resta se quita el subs
traendo, se obtiene.... R. 0.

Restando del minuendo la suma del substraendo y la diferencia, se
obtiene.... R. (.

Siendo m+n=p, se tendri que m es .... de ny p que n es .... entre
pym R. La dilerencia; la diferencia.

Siendo m—n=p se verilia que n=.... ym=....

R.n=m—p, m=p+n.

Si a+b=c se verilica que b=....ya=.... R. b=c—a,a=c—b.
56 + n =81, yqué nimero es n? R. n=25.

a — 315 = 618, ¢qué nimero es a? R. a=4#33.

a—x=36 y a=85, ¢qué nimero es x? R. x=49,
a—b=14 y a—14=36, iqué¢ nimero es 1? R. b=36.
a— 36 ==81, ¢qué nimero es a? R. a=117

a—m=5 y a+m+5=12, ;qué nimero es m? R. m=1.
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a—b=c. Siendo b+¢c=30y a—c=13, ¢qué nimero es ¢ R, c=1T.
Restar sucesivamente: 3, 4, 5, 7, 8 de cada uno de los nimeros 24, 32,
45, 65, 72, 83, 97

Restar sucesivamente: 11, 12, 13, 14, 15 de cada uno de los nimeros 54,
65, 76, 87, 98, 110.

Hallar la diferencia entre 4 millones, 17 decenas de millar, 34 decenas y
6 centenas de decenas, 8 decenas de decena, 14 unidades.

Hallar la dilerencia entre dos nimeros formados de este modo: el primero
9 unidades de séptimo orden, 6 de cuarto orden y 8 de tercero y el se-
gundo, 14 unid de quinto orden, 6 de cuarto orden, 5 de tercero y
8 de primero.

EJERCICIO 28

Si el minuendo es 342 y el resto 156, ¢cudl es el substraendo? R. 186.
Si el substraendo es 36815 y el resto 9815, ¢cudl es el minuendo? R. 46630.

Tenia $918. Compré un traje y me quedaron $868. ¢Cudnto me costd
el traje? R. $50.

Después de gastar $319 me quedaron $615. ¢Cuinto tenia al principio?
R. $934.
Si tuviera 35 caballos mds de los que tengo tendria 216. (Cu4ntos caballos

tiene mi hermano si el niamero de los mios excede al nimero de los suyos
en 89?7 R. 92

Si recibiera $145 podria comprarme un auto de $560. ¢Cudnto tengo?
R. $415.
La suma de dos mimeros es 518 y el mayor es 312. Hallar el menor.
R. 206.

El duplo del menor de dos nimeros es 618 y la suma de ambos 14673.
Hallar el nimero mayor. R. 14364.

El triplo de la suma de dos nimeros es 63 y el duplo del menor, 20.
Hallar el mayor. R. 11.

El mayor de dos nimeros es 9876 y la diferencia entre ambos es 3456.
Hallar el menor. R. 6420.

El menor de dos ndmeros es 12304 y la diferencia entre ambos 1897.
Hallar el mayor. R. 14201.

La diferencia de dos nimeros es 8 y el mayor excede a la diferencia en 12.
Hallar el mayor. R. 20.

La suma de dos ntimeros es 150 y la mitad del mayor 46. Hallar el menor.
R. 58.

La dilerencia de dos niimeros es 1400 y el duplo del menor 1200. Hallar
el mayor. R. 2000.

El menor de dos nimeros es 3G y el doble del exceso del mayor sobre el
menor es 84. Hallar el mayor. R. 78.
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¢En cuinto excede la suma de 756 y 8134 a la diferencia entre 5234 y
15142 R. En 5170.

Al vender una casa en $12138 gano $1815. (Cudnto me habia costado
la casar R. $10323.

51 Pedro tuviera 12 anos menos tendria 48 anos, y si Juan tuviera 13
anos mas tendnia 23 anos. (Cuanto mds joven es Juan que Pedro?
R. 50 ainos.

A nacd en 1941, B en 1963 y C en 1923, En cuidnto excedia en 1966
la edud de C a la diferencia de las edades de A y B? R. 21 aios.

Si vendiera mi auto por $1654, ganaria $319. Si al vender otia mdquina
en 3845 perdi $164, ¢cwil me costé mds y cuinto?  R. Mi auto, $336 mas

A tiene 15 anos, B, 2 anos mis que A; C, 5 afios menos que A y B juntos,
y D, 9 aios menos que los tres anteriores juntos Cudl es la snma de las
cuatro cdades? R. 109 aiios.

Tenia $3054. Compré un auto y me quedé con $1965. Entonces recibi
$47:, compré un solar y me quedaron $732. ¢Cudnto me costé el auto y
cuinto ¢l solar? R. Auto, §1095; solar, $2106.

El lunes deposito 500 bolivares en ¢l Banco, el martes pago 256, el miér-
coles pago Ui y cl jucves deposito K4 Si presto entonces 45, icudnto tengo?
R. 1R7 bolivares.

51 vendo un caballo en ¥384, ganando $18, ¢cugnto me habia costado?
R. $66.

Compré una casa por 312500 y un automovil por $8000. Vendi la
casa en $12004 y el automdvil en $11676. ¢Gané o perdl, y cudnto?
R. Gan¢ $1740.

Tenia 4500 bolivares, presté 372, pagué una deuda y me quedaron 1345.
¢Cuanto debia?  R. 2283 bolivares.

Un hombre deja 9500 sucres para repartir entre sus tres hijos y su esposa.
El mayor debe recibir 2300; el segundo 500 menos que el mayor; el
terceru tanto cono los dos primeros y la esposa lo restante. ¢(Cuinto recibid
csta? R, 1300 sucres.

Enrique compra un auto y més tarde lo vende por $5400, perdiendo $850.
Si entonces guna en un negocio $2300, ¢gcudnto mids que antes de comprar
el auto ucne ahora? R. $1450.

Si Ia difercncia de dos nimeros es 14560 y el duplo del mayor 60000,
fen cuinto excede el nimero 76543 a la diferencia de los dos numerosr
R. En 61103.

Un comerciante pide 3000 Kgs. de mercancias. Primero le mandan 854 Kgs.,
mas tarde 123 hgs. menos que la primera vez y despucs 156 Kgs. mis que
la primera vez. ¢Cudnto falta por enviarle? R. 405 Kgs.

Si me sacara 2500 colones en la Loteria tendria 5634. S1 mi hermano tiene
Y36 menos que yo, y mi prima 893 menos que mi hermano y yo juntos,
feuianto tenemos entre los resr R, 9771 colones.
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@“) REPRESENTACION GRAFICA DE LA RESTA

E jgmp]ﬂ Representar graficamente lo diferencia 7 — 4.

A - B
D A s CT-. B

4
| FIGURA 22 ] —3 " y

Se representa el minuendo [fig. 22) por un segmento AB=7 y el substraendo por
un segmentc CD=4. Se tronsporta el segmento substraenda CD scbre el seg-
mento minuendo AB de modo que coincidan dos de sus exitremos; en la figura
se ha hecho coincidir D con B.

El segmentc CA = 3 representa lo diferencia 7 — 4

> EJERCICIO 29
Efectuar grificamente:

1. 3—1. 4 6—4. 7.10—3.
2. 4-—3. 5. 8—3. 8. 187
3.5—32 6. 9—2. 9. 9-9

@LEYES DE LA RESTA

Las leyes de la resta son dos: la ley de uniformidad y la ley de mo-
notonia.

I. LEY DE UNIFORMIDAD
Esta ley puede enunciarse de dos modos que son equivalentes:

1) La diferencia de dos nimeros tiene un valor finico o siempre es
igual. Asi, la diferencia 7 — 2 tiene un valor Unico 7—2 =5, porque 5 es
el tinico nimero que sumado con 2 da 7.

11 -3 =8 U(nicamente porque 8 es el Unico nimero que sumado
con 3 da 11.

2) Puesto que dos numeros iguales son el mismo niimero, se tiene
que: Restando miembro a miembro dos igualdades, resulta otra igualdad.

Asi, siendo
a=3
5=0b

resulta a—5=3-—b.
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@II. LEY DE MONOTONIA

Esta ley consta de tres partes:

1) Si de una desigualdad (minuendo) se resta una igualdad (subs-
traendo), siempre que la resta se pueda efectuar, resulta una desigualdad
del mismo sentido que la desigualdad minuendo.

Ejemplos I

8>5 6<7 a>b
2=2 4=4 c=d

§-255-2 §—a<7—4 a—c>b—d
&§>3. 2<3.

2) Si de una igualdad (minuendo) se resta una desigualdad (subs-
traendo), siempre que la resta se pueda efectuar, resulta una desigualdad
de sentido contrario que la desigualdad substraendo.

Ejemplos
=9 8=8 a=b
5>3 2<7 c<d
9—5<9—3 8—2>8-—-7 a—c>b—d.
4<6. 6> 1.

3) Si de una desigualdad se resta otra desigualdad de sentido contra-
rio, siempre que la resta sea posible, resulta una desigualdad del mismo
sentido que la desigualdad minuendo.

Ejemplm
7>4 3<B a<b
2<3 2>1 c>d
7—2>4-3 3—2<B8-—-1 a—c<b-—d.
5>1 1<7.
ESCOLIO

Si se restan miembro a miembro dos desigualdades del mismo senti-
do, el resultado no puede anticiparse, pues puede ser una desigualdad del
mismo sentido que las dadas o de sentido contrario o una igualdad.
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9>4 B>5 5<8

7>3 7>2 4<7
¢—7>4-3 B—7<5—-2 5—4=8-7

2>1. 1<3. =1

EJERCICIO 30
Sta-m=p y b=a y c=m, gqué se verifica, segiin la ley de unifor-
midad? R. b—c=p.
Siendo m=n y p=gq, iqué se puede escribir segin la ley de uniformi-
dad? R. m—p=n—gq.
Aplicar la ley de uniformidad en:
a=h. 5=25. x=y.
5 - § e §
R.a) a—3=b-3. b) 5—m=56-n ¢ x—p=y—g.
Si en el aula Marti hay el mismo nimero de alumnos que en el aula
Judrez y de cada una se retiran 10 alumnos, ¢qué sucederd y por cudl ley?
R. Quedari igual ndmero de alumnos en ambas, por la ley de uniformidad.
Escribir lo que resulta restando ¢ de ambos miembros de a+b=d + /.
R at+b—c=d+f—c
Restar m de ambos miembros de a+m=b6+m. R. a=b.
Aplicar la ley de monotonia en:
§7>5. "n)b. m<n.
» la=b. b 15=8. D e=a
R. a) 7T—a>5—-0b. b) a=5>b-5. ¢) m—c<n—d.
Aplicar la ley de monotonia en:
sﬂxb. fm=n. x=9.
M 13>z b 18<s. 9 {b>d
R. a) a—3<b—-2 b) m—6>n—9. ¢ x—b<y—d.
Aplicar 1a ley de monotonia en:

8> 5. a<b. m < n.
3) {2<3. i if;)z 9 {x)y.

R. a) 6>2. b) a—4<b—-2. ¢) m—x<n-—y.
¢Qué se obtiene restando ¢<d de a<b y m>n de b>ct R. No se
puede saber,

Pedro es hoy dos afios mayor que su hermano. Hace § afios, ¢quién era
el mayor? ¢Qué ley se aplica? R. Pedro; la ley de monotonia.

Marfa y Rosa tienen la misma edad. La edad que tenia Maria hace 5
afios, Jera mayor o menor que la que tenia Rosa hace 7 afios? ¢Por qué?
R. Mayor; por la ley de monotonia.

A y B tienen el mismo dinero. Si A perdiera $8 y B §7, ¢quién se que-
daria con mds dinero? ¢Por qué? R. B; por la ley de monotonia.
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14. A es mis joven que B. jQuién era mayor, A hace 10 afios o B hace 7
afios? ¢Que ley se aplica? R. B; por la ley de monotonia.

15. El pastor Carlos tiene mds ovejas que el pastor Enrique. Si a Enrique
se le mueren mis ovejas que a Carlos, ¢quién se queda con mds ovejas?
¢Qué ley se aplica? R. Carlos; ley de monotonia.

16. A tiene mids dinero que B. Si A gastara mds que B, gquién se quedaria
con mds dinero? R. No se sabe.

17. Carlos es el hermano menor de Roberto. ;Quién era mayor, Carlos hace
4 afos o Roberto hace 9 anos? R. No se sabe.

@ ALTERACIONES DEL MINUENDO Y EL SUBSTRAENDO

1) Si el minuendo aumenta o disminuye un mimero cualquiera y el
substraendo no varia, la diferencia queda aumentada o disminuida en el
mismo namero.

En efecto: Sabemos que el minuendo es la suma de dos sumandos
que son el substraendo y la diferencia. Si el minuendo, que es la suma,
aumenta o disminuye un numero cualquiera, y uno de los sumandos, el
substraendo, no varia, el otro sumando, la diferencia, necesariamente tiene
que aumentar o disminuir el mismo niimero, porque si no el minuendo
no seria la suma del substraendo y la diferencia.

'E'— 9—7=2 B—5=3
emplos P+ 3)—7=2+3 (8—2)—5=3—-2
Q 12—7=5 6—5=1.

2) Si el substraendo aumenta o disminuye un numero cualquiera y
el minuendo no varia, la diferencia disminuye en el primer caso y aumen-
ta en el segundo el mismo nimero.

En efecto: Si el substraendo, que es uno de los sumandos, aumenta
o disminuye un numero cualquiera y el minuendo, que es la suma, no
varia, el otro sumando, la diferencia, tiene que disminuir en el primer
caso y aumentar en el segundo el mismo nimero, porque si no la suma o
minuendo variaria.

em 10—(3+5)=7—5 15—(9—4)= 6+4
I 10—8 =2 15—5 =10.

3) Si el minuendo y el substraendo aumentan o disminuyen a la vez
un mismo namero, la diferencia no varia.

En efecto: Al aumentar el minuendo cualquier nimero de unidades
la diferencia aumenta el mismo nimero, pero al aumentar el substraendo
el mismo nimero, la diferencia disminuye el mismo miimero, luego no varfa.

Del propio modo, al disminuir el minuendo un numero cualquiera
de unidades, la diferencia disminuye en el mismo nimero, pero al dismi-
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nuir el substraendo el mismo ndmero de unidades, la diferencia aumenta
el mismo numero, luego no varia.

10.

11.

12.

: 15—-6=9 7-1
Ejemplos I (15+2)—(6+2)=9 (17— 3}-—:11 —3)
17—-8=9 —8

é
é
6.

Il I1 Il

EJERCICIO 31

¢Qué alteracion sufre una resta si el minuendo aumenta § unidades; si
disminuye 14 unidades? R. Aumenta 8 unidades; disminuye 14 unidades.
¢Qué alteracién sufre una resta si el substraendo aumenta 4 unidades; si
disminuye 5? R. Disminuye 4 unidades; aumenta 5 unidades.

¢Qué alteraciéon sufre una resta si €l minuendo aumenta 8§ unidades y el
substraendo aumenta otras 8 unidades? R. Ninguna.

¢Qué alteracion sufre una resta si el minuendo disminuye 40 unidades y
el substraendo aumenta 23?7 R. Disminuye 63 unidades.

¢Qué alteracion sufre la resta si el minuendo aumenta 8 unidades y el
substraendo aumenta 14?7 R. Disminuye 6 unidades.

Si el minuendo y el substraendo se aumentan en 10 unidades, (qué le
sucede a la resta? ¢Y si disminuyen 7 unidades cada uno? R. No varia;
no varia.

Siendo a—b =17, escribir la diferencia en cada uno de los casos si-
guientes:

a) (a+5)—b=.... d) a—=(b—-1)=....
by a—(b+3)=.... e) (@a+2)—(b+2)=....
C} (ﬂ—4)—b=.... [} (a_z)—(b_z)zo-qw

R. a) 22, b)yld c) 13. d) 18. ¢) 17. ) 17.
Siendo m — n =35, escribir la dilerencia-en cada uno de los casos si-

guientes:
a) (m+5)—(n+3)=.... ) m—3)—(n—8)=....
b) (m=T7)—-(n+4=.... d) (im+6—(n—2)=....

R. a) 37. b) 24. ¢) 40. d) 43.

Siendo 79— 0 =50, reemplazar en los casos siguientes la palabra mi-
nuendo por un numero:
minuendo — b = 4.

minuendo — b = 42. R. a) 83 b) 71

Siendo x — 356 = 90, reemplazar la palabra substraendo por un nlmero:
x —substraendo = B].
x — substraendo = 106.
R. a) 4. b) 19.
Siendo a — b= 11, diga cuatro alteraciones que puedan realizarse en a,
en b o en ambos a la vez, para que la diferencia sea 13. R. Pueden
hacerse muchas combinaciones.
Siendo m —n =15, diga cuatro alteraciones que podrian realizarse en a,
en b o en ambos a la vez para que la diferencia fuera 13. R. Pueden
hacerse muchas combinaciones.
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OPERACIONES INDICADAS CAPITULO vm
DE SUMA Y RESTA

Haremos el estudio de las operaciones indicadas de suma y resta pri-
mero desde un punto de vista practico, y luego bajo un aspecto tédrico.

I. PRACTICA

@OI’ERACIONES INDICADAS DE SUMA Y RESTA
EN QUE NO HAY SIGNOS DE AGRUPACION
Estas operaciones se efectiian en el orden que se hallan.

Ejemplos

(1) Efectuor 5+4—3+2.
Diremos: 5+4=9% 9—3=§; 6+ 2=8, luego:
5+4—3+2=8. R
(2) Efectvar 8—3+4—1+9-7.
Diremos:
8—3=55+4=99—1=8,B+9=17; 17—7=10, luego:
B—3+4—14+9—7=10. R

79
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3 EJERCICIO 32

Efectuar:
1. 3+42—4-1. R. 0.
2.7-34+6—248. R. 16.
3.11-44+13—2—-6+3. R. 15.
4.19+15—-18—-10+4—7+9. R 2
B. 32—19+43—18+35—53 R. 20.
6. 59—42+108—104+315—136—48. R. 152.
7. 300—41—63—56—31+89—114+1056. R. 1140.

B. Y15+316—518—654+673—185+114+4+2396. R. 3057.

@ OPERACIONES INDICADAS EN QUE HAY SIGNOS
DE AGRUPACION

Deben efectuarse en este orden: Primero, las operaciones encerradas
dentro de los paréntesis, hasta convertirlas en un solo nimero y luego
efectuar las operaciones que queden indicadas, como en los casos anteriores.

Ejemplos I

(1) Efectuar {7 —2)+(5+4)—[3—2).
Efectuamos pnmelo las operacicnes encerradas entre lus pnfenlesu:
2=5, 54-‘—%3,—2:;1 y* endremos:
(2) Efectuar 350—{7 2+5]—I6+31+[9+8 2}
Tendremos:

30 —(7—2+5)—(6+3)+(9+8—2)=350—10—-9+15=346 R

¥ EJERCICIO 33
Efectuar:

L. (4+543)+8. R. 20. 12. (43—15)—19.
2. 60—(8+T7+5). R. 40. 13. (9+4+5)—(T+3+2).
3. 150—(14—6). R. 142. 14. (11-5)—(9—-3).

4 (84+4+3)+(6+5+11). R. 37. 15. (7+6)—(9—8).

B. (9—6)+4. R. 1. 16. (11-5)—4.

B. (5+6)+(7+8). R. 26 17. (9—4)+(3+2+5).

7. (8—6)+(7—4). R. 5. 18. (9—4)+(8—3).

B. (945)+(7—2). R. 19. 18. (85—40)—(95—80).

8. 56—(3+5+11). R. 37 20. (14+6—4)—(9—7—2).
10. (847+4)—16. R. 3 21. 450—(14—6+5—4).
11. 89—(56—41). R. T4 22. (9—6+3)—2—(8—T7+1).

FERRRRRERRR
e
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23. (14+5)—(6—4+3)+(6—4+2). R: 1
24. 250—(6—4+45)—8—(9—5+3). R. 228.
2. 300—(5—2)—(9—3)—(+5—4). R. 292.
26. (7T—5)+(13—4)—(17+3)+(18—9). R. 0.
27. (15—T)+(6—1)—(9—6)+(19+8)—(3—1)+(4+5). R. 44
28. (13—5+6)—(21+2—18)+(T—5)—(8—2+1). R &
29. 350—2—125+4—(31—30)—(T—1)—(5—4+1). R. 218.
30 (8—1)—(16—9)+4—1+9—6+(11—6)—(9—4). R. 6

Ejemplos I

(3) Efectvor 30 + 84 — (7 — 2)].
Cuondo hay un signo de agrupacién encerrado dentro de otro, debe efec-
tuarse primerc la operocién encerrada en el mds inferior.  Asi, en este coso
efectuomos primero la operacion (7 —2) = 5, y tendremos:

(4) Efectuar 800 —[45+ { (8 —4) + (7 —2) }).
Efectuomos primero 8

»  EJERCICIO 34

Efectuar:
L 40+4[25—(3+2)] R. 60.
2. 60+[4+2)—3) R. 61
3 150-[(5-1)—(4—3))- R. 147.
4 2504 [(T—-2)+(4—1)+(3—2)]. R. 259.
5. 450—[6+{4—(3—1)}]. R. 442.
6. 520+[8-3+{9—(4+2-1)}]. R. 529.
T (150—3)—{ 14+(9—6+3) }. R. 125.
8. 500—{6+[(14-6)—(T—2)+(1-1)]}. R. 488.
9. 500—-{14—[T—(6—5+4)]}. R. 448.
10.  BH6+419—3—[6+(5—3)—(2+1)+(5—3)]}- R. 865.
11 [B+(4=2)]+[9—(3+1)). R. 15
12. [(—4)—(E--[(9-7)—(6-5)]. R. O
13, S+ [0 65—+ 1411 [T-(3-2)]}. R. 21
14, 950—[(644)—(3—-1)+2]+{ 16—[(3+3)—(12—10)]}- R. 247.
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II. TEORIA

Estudiaremos ahora el modo de efectuar las operaciones indicadas de
suma y resta, fundado en las propiedades de la suma y la resta. Es nece-
sario conocer este método porque si las cantidades estdn representadas por
letras no podemos efectuar las operaciones encerradas en los paréntesis y
por tanto no se puede aplicar el método explicado anteriormente.

SUMA

@ SUMA DE UN NUMERO Y UNA SUMA INDICADA
Para sumar un nimero con una suma indicada se suma el nimero con
uno cualquiera de los sumandos de la suma.
Sea la operaciéon (2 + 3 + 4)+ 5. Decimos que:
2+3449)+5=2+(B+5)+4=14.
En efecto: Al sumar el nimero 5 con el sumando 3, la suma (2+ 3+ 4)

queda aumentada en 5 unidades porque (105) si un sumando se aumenta
en un nimero cualquiera la suma queda aumentada en dicho niimero.

En general: [ER0SHGIEAS UGN

@SUMA DE DOS SUMAS INDICADAS

Para sumar dos sumas indicadas se suman todos los sumandos que la
forman.

Sea la operacion (5 + G) + (7 + 8). Decimos que:
(B+6)+(T+8)=5+6+7+8=26
En efecto: Al anadir la suma 7 + 8 al sumando 6 de la primera suma,

esta suma queda aumentada en 7 + 8 unidades por la misma razon del caso
anterior.

En general: (EO)REA O AR

SUMA DE UN NUMERO Y UNA DIFERENCIA INDICADA
Para sumar un numero con una diferencia indicada, se suma el nu-
mero con el minuendo y de esta suma se resta el substraendo.
Sea la operacion (7 —5) -+ 4. Decimos que:
(T—5)+4=(T+4)—-5=11—-5=6.
En efecto: Al sumar el namero 4 al minuendo, la diferencia 7 —5

queda aumentada en 4 porque (113) hemos visto que si €l minuendo se au-

menta en un numero cualquiera, la diferencia queda aumentada en ese
numero.

En general: (UGG
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SUMA DE DIFERENCIAS INDICADAS

Para sumar dos o mas diferencias indicadas, se suman los minuendos
y de esta suma se resta la suma de los substraendos.

Sea la operacion (8 — 5) + (6 — 4). Decimos que:

(B=3)+(6—4H=(B+6)—(5+4)=14—-9=5.

En efecto: Al sumar al minuendo 8 el minuendo 6, la diferencia (8—5)
queda aumentada en ( unidades, pero al sumar al substraendo 5 el subs-
traendo 4, la diferencia (8 — 5) queda disminuida en 4, lucgo si (8 — 5) au-
menta 6 y disminuye 4, queda aumentada en 2 unidades, que es la dife-
rencia 6 — 4.

En general: mﬁw :..‘Q W*’a‘-_ (b .}.ﬂ

SUMA DE UNA SUMA Y UNA DIFERENCIA INDICADA

Para sumar una suma con una diferencia indicada, se suma el mi-
nuendo con uno de los sumandos de la suma y de esta suma se resta el
substraendo.

Sea la operacion (4 + 5) + (8 — 6).  Decimos que:

(4+5)+(B—6)=@E+5+8)—6=17—6=11.

En electo: Al anadir ¢l minuendo 8 al sumando 3, la suma 4 + 5 que-
da aumentada en s undades, pero al restar el substraendo 6 queda dismi-
nuida en 6 umdades, luego si la suma (4 4+ 5) aumenta 8§ y disminuye 6.
aumenta 2, ue es la diferencia 8 — 6.

En general: {n-l-b}ﬁ

RESTA

@lm& DE UN NUMERDO Y UNA SUMA INDICADA
Para restar de un namero una suma indicada, se restan del nimero,

uno, a uno, todos los sumandos de la suma.
Sea la operacion 25 — (2 + 3 +4). Decimos que:
95— 2+3+4)=25-2~-3~4=16.
En electo: Si 25 se disminuye primero en 2, después en 3 y luego
en 4, queda disminuido en 9 unidades que es la suma 2+ 3 + 4.

En general: a=(b+c+d)y=a—-b—-c—d.

122 RESTA DE UNA SUMA INDICADA Y UN NUMERO

Para restar de una suma indicada un nimero, se resta el nimero de
cualquier sumando de la suma.
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Sea la operacion (4 + 5+ 6) — 3. Probar que:
(445+6)—3=(4—-3)+5+6=12.

En efecto: Al restar el 3 de uno de los sumandos de la suma, ésta
queda disminuida en 3 unidades (105).

En general: fa+b+¢)—d

RESTA DE UN NUMERO Y UNA DIFERENCIA INDICADA
Para restar de un nimero una diferencia indicada, se suma el subs-
traendo con el nimero y de esta suma se resta el minuendo.

Sea la operacion 50 — (8 — 5). Decimos que:
— (8 —5) = (60 + 5) — 8 =47.
En efecto: Sabemos (113) que si al minuendo y al substraendo de una

diferencia se suma un mismo nimero, la diferencia no varia. Anadien-
do 5 al minuendo y al substraendo de la diferencia 50 — (8 — 5), tenemos:

50— (8—=5)=(50+5)—(8—5+5)=(50+5)—8
porque si a 8 le restamos 5 y le sumamos 5, queda 8.

En general: @

@HESTA DE UNA DIFERENCIA INDICADA Y UN NUMERO
Para restar de una diferencia indicada un nimero, se resta del mi-
nuendo la suma del substraendo y el nimero.

Sea la operacion (15— 7) — 6. Decimos que:
(5-T)—6=15—(T+6)=15—-13=2.
En efecto: Al sumar 6 con el substraendo 7, la diferencia 15 — 7 que-

da disminuida en 6 unidades porque (113) si al substraendo se suma un
nimero cualquiera, la dllereru:la queda disminuida en este numero.

En general' (a=b)=e=

@RESTA DE DOS SUMAS INDICADAS
Para restar dos sumas indicadas se restan de la primera suma, uno a
uno, todos los sumandos de la segunda suma.

Sea la operacion (4 +5) —(2+ 3). Decimos que:
(4+5)—(2+3)=4+5—-2-3=4.

En efecto: Si de la suma (4 + 5) restamos primero 2 y después 3, esta
suma queda disminuida en 5 umdades que es la suma 2+ 3.

En general: (a+ b)-
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RESTA DE DOS DIFERENCIAS INDICADAS

Para restar dos diferencias indicadas, se suma el minuendo de la pri-
mera con el substraendo de la segunda y de esta suma se resta la suma del
substraendo de la primera con el minuendo de la segunda.

Sea la operacion (8 —1) — (5 —3). Decimos que:

B=1)—bB-3)=B+3)—-(+1)=11—-6=5.

En efecto: Al sumar el substraendo 3 con €l minuendo 8 la diferen-
cia (8 — 1) queda aumentada en 3 unidades, pero al sumar el minuendo 5
con el substraendo 1 la diferencia (8 — 1) queda disminuida en 5 unidades;
luego si (8 — 1) aumenta 3 y disminuye 5, en definitiva disminuye 2, que
es la diferencia 5 — 3.

En general: (a—b)—(c—¢

@ RESTA DE UNA SUMA Y UNA DIFERENCIA INDICADA
Para restar de una suma una diferencia indicada, se suma el substraen-
do con la suma indicada y de esta suma se resta el minuendo.
Sea la operacién (8 +4) — (3 —2). Probar que:
(B+4)—(3—2)=(8+4+2)—3=14—3=11.
En efecto: Al sumar el substraendo 2 con la suma (8 + 4) esta suma
queda aumentada en 2 unidades, pero al restar el minuendo 3 disminuye

3 unidades, luego si aumenta 2 y disminuye 3, disminuye 1 unidad que es
la diferencia (3 — 2).

En general:

> EJERCICIO 35
Efectuar, aplicando las reglas estudiadas:

1. (7+8)+9. R. 24. 16. (m+nip)—x. R. m+n+p—x.
2. (m+n)+p. R. m+n+p. 17. 53—(23-15). R. 45.

3. (T+6)+(4+5+1). R. 23. 18. x—(m—n). R. x—m+n,

4 (x+y)+(2+a). R. x+y+2+a. 19. (7—6)-1. R. 0.

5 (9—3)+4. R. 10. 20. (11—2)—6. R. 3.

8. (a—m)+n. R. a—m-+n. 21. (a—x)—y. R. a—x—y.

7. (B—x)+4- R, 12—x. 22. (6+5)—(7T+3)» R. 1

8. (4-3)+(5—-2). R. 4. 23. (c+d)—(m+n). R. c+d—m—n.
8. (9-0)+(7—-2)+(4—1). R. 12. 24. (9-3)—(8—2). R. 0.
10. (a—x)+(m—n). R. a—x+m—n. 26. (11-2)—(7-5)- R.T.
11. (T+5)+(6—3). Rs 15. 26. (a—x)—(m—n). R. a—x—m+n.
12. (b+o)+(m—n). R. b¥c+m—n. 27. (9+8)+(5-3). R. 19.

13. 19—(4+5+1). R. 9. 28. (4+3+9)—(3—2). R. 15.
14. a—(b+7). R. a—b-T. 20. (a+x)—(x—2). R. a+2.

15. (9+8+7)—14. R. 10. 30. (8—3)—(5—4). R. 4.
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CASOS PARTICULARES

LA SUMA DE DOS NUMEROS MAS SU DIFERENCIA
ES IGUAL AL DUPLO DEL MAYOR

Sean los nimeros 8 y 5. Decimos que:
(8+5)+(8—5)=2x 8=16.

En efecto: Sabemos (118) que para sumar una suma con una diferen-
cia, se suma ¢l minuendo de la diferencia con uno de los sumandos de la
suma y de esta suma se resta el substraendo, luego:

(B+5)+(B—5=8+5+8—-5=8+8+5—5=8+8=2X8.
En general: (a+b)+ (a—b) = 2a.

129, LA SUMA DE DOS NUMEROS MENOS SU DIFERENCIA
ES IGUAL AL DUPLO DEL MENOR

Sean los nimeros 8 y 5. Decimos que:
(B+.5)= (8—5)=2x 5= 10,

En efecto: Sabemos (127) que para restar de una suma una diferen-
cia se suma el substraendo con la suma y de esta suma se resta €l minuen-
do, luego:

(845)—(8—5)=8+5+5—8=5+5+8—-8=5+5=2x5.
En general: (a+ b)—(a—U)=2b.

» EJERCICIO 36
Hallar, por simple inspeccion, el resultado de:

1. (T+2)+(7-2). R. 14. 8. (a+x)+(a—x). R. 2a.
2. (8+3)+(8-3). R. 16. g. (n—m)+(n+m). R. 2n.
3. (9+4)—(9--4). R. B 10. (a+5)+(5—a). R. 10.
4 (+1)—(7-1). R. 2 11. (3+a)+(a—3). R. 2a.
5. (6—5)+(6+5). R. 12 12. (m—B)+(8+-m). R. 2m.
6 (4+7+H(7—4). R. 14 13. (10+30)—(30—10). R. 20.
7. (9—3)—(9+4). R. -8 14. (g+p)—(p—q)- R. 2q.
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COMPLEMENTO ARITMETICO de un nimero es la diferencia entre
dicho nimero y una unidad de orden superior a su cifra de mayor
orden.

Ejemplos

El comp. aritmético de 98 es 100 —98 =2

El comp. oritmélico de 356 es 1000 — 356 = 644.

El comp. aritmético de 1250 es 10000 — 1250 = 8750.

El comp. anitmético de 14200 es 100000 — 14200 = B5800.

@HEGLA PRACTICA PARA HALLAR EL COMPLEMENTO
DE UN NUMERO

Se restan de 8 todas las cifras del nimero, empezando por la izquier-
da, menos la dltima cifra significativa, que se resta de 10. Si el nimero
termina en ceros, a la derecha de la dltima resta se escriben estos ceros.

87
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Ejemplos I

{ 1) Hallar el complemento aritmélico de 346,

Diremos: De 3 0 9, 6; de 4 0 9, 5; de é a 10, 4, luego el complemento
aritméhico de 346 es &654. R.

{ 2) Hallor el complemento oritmético de 578900.

Diremos: De 50 %, 4, de7 0% 2:de8c % 1; de ® o010, 1, luego el
complemento oritmético es 421100. R.

» EJERCICIO 37

Hallar ¢l complemento aritmético de:

1. 10. 4. 453. 7. 32987. 10.421594.
2. T2. b. 560. 8. 500700. 11-239000.
3. 300. 6. 1920. 9. B0116. 12. T8996000.

@APLICACION DEL COMPLEMENTO ARITMETICO
PARA EFECTUAR LA RESTA

Para cfectuar la resta por medio del complemento aritniético se suma
el minuendo con el complemento aritmético del substraendo, poniéndole a
éste delante una unidad con signo menos, que se tendra en cuenta al efec-
tuar la suma.

{ 1) Efectuar 1034 — 615 por medic del complemento aritmético.
El complemento antmeético de 615 es 385. Ahora sumamos el minuendo 1034

con 1385, que es el complemento aritmetico con una unidod con signo menos
delante, y tendremos: 1034

+ 1385

0419

La diferencia entre 1034 y 615 es 419 R. que se puede comprobar efectuan-
do la resta. 1034

- 615
0419
(2) Efectuar por el complemento aritmético 7289 — 5400.
El complemento aritmético de 5400 es 4600. Ahora sumomos 7289 con 14600
y tendremos: 7289 7289
+ 14600 Prueba: — 5400

01889 R. 1889
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> EJERCICIO 38

Efectuar por el complemento aritmético:

1. 73—54. 6. 18564 — 5610.

2. 198 —115. 7. 99900 — 10000.

3. 954 —930. 8. 143765 — 20000.

4. 1215 —843. 9. 123456 — 54000.
6. 7700 — 3000. 10. 53789543 — 56470.

@APLICACIDN DEL COMPLEMENTO ARITMETICO PARA
EFECTUAR VARIAS SUMAS Y RESTAS COMBINADAS
Para efectuar sumas y restas combinadas por medio del complemento
aritmético se suman todos los sumandos con los complementos aritméticos
de los substraendos, poniendo delante de cada complemento una unidad
con signo menos, que se tomara en cuenta al efectuar la suma.

Ejemplos I

(1) Efectuar por los complementos 56 — 41 + 83 — 12,

56

Comp. aritmético de 41........ Th9

+ 8

Comp. aritmético de 12........ 188
0Bé R

(2) Efectuar por los complementos
14208 — 3104 + B132 — 1245 — 723 + 2140.

14208
Comp. aritmético de 3104. ... 16896
+ 8132
Comp aritmético de 1245. ... 18755
Comp. aritmético de 723....... 1277
2140
19408. R.
 EJERCICIO 39
Efectuar por los complementos:
1 19-8+46. R. 17.
2. 35-22-6+4. R. 11
3. 123—96+154—76. R. 105.
4. 810--700+560—90 R. 580.
5. 14—9—20+42—80+300—23. R. 224.
6. 1274—863—14-10+3340-19. R. 3708.
7. 201504 14208—452094-29314—8164. R. 10329.
8. 54209-1:349—-10000—4000—6250. K. 32610.
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MULTIPLICACION aemuo X

@MU LTIPLICACION. S5U OBJETO

La multiplicacion es una operacién de composicién que tiene por ob-
jeto, dados nimeros llamados multiplicando y multiplicador, hallar un na-
mero llamado producto gue sea respecto del multiplicando lo que el mul-
tiplicador es respecto de la unidad.

Asi, multiplicar 4 (multiplicando) por 3 (multiplicador) es hallar un
numero que sea respecto de 4 lo que 3 es respecto de 1, pero 3 es tres ve-
ces 1, luego el producto serd tres veces 4, o sea 12. Igualmente, multipli-
car B por 5 es hallar un nimero que sea respecto de 8 lo que 5 es respecto
de 1, pero 5 es cinco veces 1, luego el producto serd 5 veces 8, o sea 40.

En general, multiplicar a por b es hallar un nimero que sea respecto
de a lo que b es respecto de 1.

NOTACION

El producto de dos niimeros se indica con el signo X o con un punto
colocado entre los factores, que es el nombre que se da al multiplicando
y multiplicador.

Asi, el producto de 6 por 5 se indica 6 X 5 6 6.5.

Cuando los factores son literales 0 un nimero y una letra, se suele
omitir el signo de multiplicacién entre los factores.

90
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Asi, el producto de a por b se indica a X b, a.b o s:mplemente ab.
El producto de 7 por n se indica 7 X n, 7.n o mejor Tn.

@RELACION ENTRE EL PRODUCTO Y EL MULTIPLICANDO
Consideraremos 4 casos:

1) Si el multiplicador es cero, el producto es cero. Asi, 5x0=0,
porque el multiplicador 0 indica la ausencia de la unidad, luego el pro-
ducto tiene que indicar la ausencia del multiplicando.

2) Si el multiplicador es 1, el producto es igual al multiplicando.
Asi, 4 x 1 =4, porque siendo el multplicador igual a la unidad, el pro-
ducto tiene que ser igual al multiplicando.

El niimero 1 es el tnico nimero que multiplicado por otro da un
producto igual a este ultimo y por esto se dice que 1 es el médulo de la
multiplicacion.

3) Si el multiplicador es > 1, el producto es > el multiplicando. Asi,
7X 6=42>17, porque siendo 6> 1, el producto tiene que ser > el mul-
tiplicando.

4) Si el multiplicador es <1, el producto es < el multiplicando. Asi,
8 x 0.5 =4, porque siendo 0.5 [a mitad de la unidad, el producto tiene
que ser la mitad del multiplicando.

De lo anterior se deduce que multiplicar no es siempre aumentar.

DEFIHlCION DE LA MULTIPLICACION CUANDO

EL MULTIPLICADOR ES UN NUMERO NATURAL

Cuando el multiplicador es un nimero natural, la multiplicacién es
una suma abreviada que consta de tantos sumandos iguales al multiplican-
do como unidades tenga el multiplicador.

- 4x3=4+4+4=12
| Ejemplos I 5X6=5+5+5+5+5+5=230.

oc=a+a+o+a....c veces

MULTIPLICACION POR LA UNIDAD SEGUIDA DE CEROS
Para multiplicar un entero por la unidad seguida de ceros se afiaden
al entero tantos ceros como ceros acompaien a la unidad.

Ejemplos

(1) 54 % 100 = 5400, porque el valor relativo de coda cifra se ha hecho 100
veces mayor. (63).

(2) 1789 x 1000 = 1789000 porque el valor relative de cada cifra se ha hecho
1000 veces mayor.
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@ MULTIPLICACION DE DOS NUMEROS TERMINADOS
EN CEROS

Se multiplican los niimeros como si no tuvieran ceros y a la derecha
de este producto se anaden tantos ceros como haya en el multiplicando y
multiplicador.

Ejemplo I - 4300 X 25000 = 107500000. R.

NUMERO DE CIFRAS DEL PRODUCTO

En el producto hay siempre tantas cifras como haya en el multipli-
cando y multiplicador juntos o una menos.

Asi, el producto 345 X 23 ha de tener cuatro cifras o cinco.

En efecto: 345 x 23 > 345 x 10, y como este ultimo producto
845 x 10 = 3450 tiene cuatro cifras, el producto 345 x 23, que es mayor que
él, no puede tener menos de cuatro cifras.

Por otra parte, 345x23<345x 100, pero este producto 345 x 100=34500
tiene cinco cifras. luego el producto 345 X 23, que es menor que este ulti-
mo producto, no puede tener mds de cinco cifras.

REPRHENTACION GRAFICA DEL PRODUCTO

‘ Ejemplos I

(1) Representar graficomente 3 X 2.

A

3 D

Se representan gréficamente (fig. 23) el multiplicando 3 y el multiplicador 2 por
medio de segmentos, segin se vio en el nim. 76, y se construye un rec-
tangulo cuyo base sea el segmento que representa el 3 y cuya alturo sea el
segmento que representa el 2. El rectdngulo ABCD que consta de dos filas
horizontales de 3 cvadrados cada una es la representacién grafica del pro-
ducto 3 X 2 =& porque el desarrollo de este producto es 3 X2=3+3=6.
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(2) Representar gréficomente el producto 4 X 5.

FIGURA 24 —I

El rectangulo de la figura 24 formado por 4 filas horizontales de 5 cuadrados
cada una o sea de 5+ 5+ 5 + 5 = 20 cuadrados es la representacion gro-
fica del producto 5 X 4 porque el desarrollo de este producto es:

PRODUCTO CONTINUADO

Para hallar ¢l producto de mds de dos niimeros como 2 X 3 X 4 X 5 se
halla primero el producto de dos de ellos; luego se multiplica este produc-
to por el tercer factor; luego este segundo producto por el factor siguiente
y asi hasta el altimo factor.
2Xx3=6; 6X4=24; 24X H=120

Asi, en este caso, tendremos: luego 2x3x4x5=120. R.

PRUEBAS DE LA MULTIPLICACION

La prucba de la multiplicacion puede realizarse de tres modos:
1) Cambiando el orden de los factores, debiendo darnos ¢l mismo produc-
to, si la operacion estd correcta, segun la ley conmutativa de la multpli-
cacion que veremos pronto.  2) Dividiendo el producto por uno de los
factores, debiendo darnos el otro factor. 3) Por la prucba del 9 que se
estudia en el nimero 277.

# EJERCICIO 40

1. ,Cuil es ¢l modulo de la multiplicaciéon? ¢Por qué?

2. Siendo el multiplicando 48, gcudl debe ser el multiplicador para que el
producio sea 45; el doble de 48; su tercera parte; 5 veces mayor que
44; cero?

3. Si el muluplicando es 6, ¢cudl serd el multiplicador si el producto es 18;
si es 3; si es cero?

4 Siendo ab = 3a, gqué namero es b?

5. Siendo mn=m, ¢qué numero es n?

6 Siendo a.5=0b, ¢qué valor tiene b con relacién a a?

7. Siendo Ha =), ¢qué namero es a? ¢Por qué?

8. Expresar en forma de suma los productos 3x4; 5x7; 6x8.
8. Expresar en forma de suma los productos a.4, b.5, c.9.
10.

Expresar en lorma de suma los productos ab, mn, cd.
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Efectuar:
234 x 56. 100001 x 1001.
1228 x 3135. 3245672 x 2003.
4444 x 917. 5000045 x 7004
12345 x 6432. 12345678 x 12004.

Electuar las operaciones siguientes:
856 por una decena.
54325 por una decena de millar.
1 centena de millar por 14 decenas.
17 décimas de centenas por 145 centenas de decena.
8 centenas por 19 centenas de millar.

Efectuar:
' 324 x 100. 20 x 30.
11215 x 1000. 400 x 40.
3 198654 x 100000. 12000 x 3400.
u 766534 x 10000000. 70000 x 42000.

¢Cuintas cifras tendrin los productos: 13 x 4; 45X 32; 176 X 544; 1987 x 5152
Representar grilicamente los productos:

4x2 5x 5. T X B.

3Ix6. 6 X 6. 11 x 14.
Hallar el resultado de

a) 3xX4xa. ) 8XTx6x3.

b) 2x2x3x4. dy 5x11x13xT.

EJERCICIO 41

A 6 cts. cada lipiz, ¢cuinto importarin 7 docenas? R. $5.04.

Enrique vende un terreno de 14 dreas a $500 el drea y reabe en

oo terreno de B00 mewros cuadrados a razdon de §3 el mewro cuadrado.
¢Cuinto le adeudan? R. $4600.

Se compran 8 libros a $2 uno, 5 lapiceros a $1 uno y 4 plumas fuentes a
$3 cada una. Si se vende todo en $18, ¢cuinto se pierde? R. $15.

Se compran 216 docenas de lapiceros a $5 la docena. Si se venden a razén
de $1 cada 2 lapiceros, écual es el beneficio obtenido? R. $216.

Se compran #4 metros cuadrados de terreno a $3 el metro, y se venden a
360 la docena de metros. (Cuanto se gana? R. $168.

Se compran 40 lipices por $2. ;Cudnto se ganard si se venden todos a
72 cas. la docenar R. $0.40.

Un auto sale de Ciudad México hacia Monterrey a 60 Kms. por hora y otro
sale de Ciudad México hacia Acapulco a 70 Kms. por hora. Si salen a las 10
de la manana, ¢a qué distancia se hallarin a la 1 de la tarde? R. 390 Kms.
Dos autos salen de dos ciudades distantes entre si 720 Kms. uno hacia
el otro. El primero anda 40 Kms. por hora y el segundo 30 Kms. por
hora. 5i salen ambos a las 8 a.m., ¢a qué distancia se encontrardn a las
11 am? R. 510 Kms.

Compré 14 trajes a $30; 22 sombreros a $2 y 8 bastones a §5. Vendiendo
los trajes por $560, cada sombrero a $1 y cada bastén a $3, ¢gano o pierdo
y cudno? R, Gano $102.
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Compré 115 caballos a $70; 15 se murieron y el resto lo vendi a $80 cada
caballo. ¢Gané o perdi y cudinwo? R. Perdi $30.

Un albanil que hace 6 metros cuadrados de pared en un dia ha empleado
8 dias en hacer un trabajo. Si le pagan a $6 cada metro de pared, scudnto
debe recibiry R, $288.

Juan gana $6 por dia de wrabajo y trabaja 5 dias a la scmana. Si gasta
$21 a la semana, jcuanto puede ahorrar en § semanas? R. §72

5S¢ han vendido 14 barriles de harina a $18 cada uno con una pér-
dida de §2 por cada barril; 20 sacos de arroz a $4 cada uno con una
ganancia de 51 por saco y T sacos de frijoles a $15 cada uno con una
pérdida de $3 por saco. (Cudl lue el costo de toda la mercancia que
vendir R, $466.

Pedro tiene 365, Patricio el doble de lo que tiene Pedro menos $16 y
Juan tanto como los dos anteriores juntos mds $18. Si entre todos gastan
3124, jeudl es el capital comin que queda? R. $252.

Un ganadero compré 80 cabezas de ganado a $40 una. Vendié 30 a
$45 y 25 a $48. (Cuinto debe obtener de las que quedan para que la
ganancia total sea de $4002 R, $1050.

@LEYES DE LA MULTIPLICACION

Las leyes de la multiplicacion son 6: lLey de uniformidad, ley con-

mutativa, ley asociativa, ley disociativa, ley de monotonia y ley distributiva.

I. LEY DE UNIFORMIDAD
Esta ley puede enunciarse de tres modos que son equivalentes:

1) El producto de dos niimeros tiene un valor tinico o siempre igual.

5 sillos X 2=10 sillos.

Ejemplo 5 mesas X 2 = 10 mesas.

5 dias X 2=10 dias.

Vemos pues, que el producto 5 X 2, cualquiera que sea la naturaleza de los
conjuntos que estos nimeros representen, siempre es 10, luego podemos es-
cribir:

2) Los productos de nidmeros resivaenle iguales son iguales.

Si en un aula cada osiento estd ocupodo por un alumno de modo que no quedan
asientos vacios mi alumnos de pie, ambos conjuntos estan ccordinados, luego el
nomero de olumnos a es iguol al nimero de sillas b. Es evidente que para sentar
a hiple nimero de alumnos, a ¥ 3 olumnos, harian falta triple nomero de sillas,
b % 3 sillas, y tendriamos a X 3=b X 3.
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3) Producto de dos igualdades. Multiplicando miembro a miembro
varias igualdades resulta otra igualdad.

Ejemplos
(1) Siendo a=hb
c=d
resulto oc = bd.
(2) Siendo 6=123
a=c
mn=p

resulta 6amn = écp.

II. LEY CONMUTATIVA

El orden de los factores no altera el producto.

Se pueden considerar dos casos: 1) Que se trate de dos factores.
2) Que se trate de mias de dos factores.

1) Que se trate de dos factores.

Sea el producto 6 x 4. Vamos a demostrar que 6 X4 =4 x 6. En

f .
e EX4=6+6+6+6=24

4x6=4+4+4+44+44+4=2
y como dos cosas iguales a una tercera son iguales entre si, tendremos:
6X4=4 X6

En general: ~ ab=ba.

2) Que se trate de mas de dos factores.

Sea el producto 5 x4 X3 x2. Vamos a demostrar que invirtiendo el
orden de los factores no se altera el producto.

En electo: El producto 5 X 4 X 3 X 2 se puede considerar descompues-
to en estos dos factores: 5.4 y 3.2, y como para dos factores ya estd demos-
trado que ¢l orden de los mismos no altera el producto, tendremos:

54x32=32x54

El mismo producto 5 x4 x 3 X 2 se puede considerar descompuesto
en otros dos factores: 5.4.3 y 2 y como el orden de los mismos no altera el
producto, tendremos: 543 %X 2=2 X 543

Por medio de estas descomposiciones podemos hacer todas las combi-
naciones posibles de factores y en cada caso se demuestra que el orden de
los mismos no altera el producto; luego queda demostrado lo que nos pro-
poniamos.

En general: b D
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lll. LEY ASOCIATIVA

El producto de varios nimeros no varia sustituyendo dos o mas fac-
tores por su producto.

2% X4X5 =10
I Ejemp!os I {af_a_lxdxs =120

6
(2% 3) % (4 x 5] =120
6 20

En generol: abcd = [ab )cd = af bed).

El poréntesis indico que primero deben efectuarse los productos encerrados dentro
de ellos y luego los ofras operaciones indicados.

@IV. LEY DISOCIATIVA

El producto de varios nimeros no varia descomponiendo uno o mis
factores en dos o mis factores.

| Ejemplos I

{1) Sea el producto B X 5. Puesto que B=4 X 2, tendremos:

BX5=4X2X5.
(2) Sec el producto 10X 12. Puesto que 10=5x2 y 12=3 X 4, tendremos:

0X12=5X2X3I x4
PRODUCTO DE IGUALDADES Y DESIGUALDADES

V. LEY DE MONOTONIA
Consta de dos partes:

1) Multiplicando miembro a miembro desigualdades del mismo sen-

tido e igualdades, resulta una desigualdad del mismo sentido que las dadas.
| Ejemplos |
(1) Siendo 8>3 (Z) Siendo 5=5
d=4 3<é
resulta BX4>3X4 e
32>12 resulta 5X3IX2<5X6x4
30 <120.
(3) Siendo :'.-)3
e;f
g=h

resulta oceg > bdfh.

4 Aritmética
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2) Multiplicando miembro a miembro varias desigualdades del mis-
mo sentido resulta una desigualdad del mismo sentido que las dadas.

(1) Siendo 5>3 (2) Siendo a<b
6>4 c<d
resula  5X6>3%4 st
30 >12. resulta ace < bdf.
ESCOLIO

Si se multiplican miembro a miembro desigualdades de sentido con-
trario, el resultado no puede anticiparse, pues puede ser una desigualdad
de cualquier sentido o una igualdad.

Ejemplos I

(1) Multiplicando

6>3
4<15

resulta 6X4<3IXI15
24 < 45, desigualdad.

(2) Multiplicondo
3<4
B>6

resulta IXB=4x6é

24 = 24, igualdad.
VIi. LEY DISTRIBUTIVA

Véase namero 1563.

» EJERCICIO 42
1. Muluplicar las igualdades:
5=5 - a=3. 8=4x2.
a) 14:4‘ b) L: 3 ¢ {b=5 dy {5x3=15.
i i a=c. Tx4=14%2.
R. a) 20=20. b) ex=by. c) 4ab=15c. d) 3360 = 3360.
2. Aplicar la ley de uniformidad a las igualdades:

i 5=a. 5 X 6 = 30.
a) }m;_;‘ b) {xy=6. c) ac = bd.
B 4=2x2 6x3=18.

R. a) amn=0bch. b) 20xy=24a. «c) 540ac = 540bd.
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Siendo abe=30, bac=..., cba= ... ¢Por qué? R. bac=30; cba=30
por la ley conmutativa,

¢Donde habra mis lipices, en 8 cajas de 10 la'miccs cada una o en 10 cajas
de 8 lipices cada una? ¢Qué ley aplica? lgual en las dos; la ley
conmutativa.

¢Cuil es el mayor de los productos 8.7.6.5 y 7.5.6.82 R. Son iguales.
Escribir el producto 2.3.4 de 6 modos distintos aplicando la ley con-
mutativa. . 2.3.4, 2.4.3, 3.2.4, 3.4.2, 4.2.3.

El producto abed se E:cdc escribir de 24 modos distintos aplicando la
ley conmutativa. Escribalo de nueve modos distintos. R. Por ejemplo:
abed, abde, achd, acdb, adbe, adch, bacd, badc, bead.

3.5.6=15.6 por la ley.... R. Asociativa.

Siendo 3ab=90 y a=3J, ¢qué pucde escribir aplicando la ley asociativa?
R. 156 =90.

Escriba ¢l producto G x 9 de tres modos distintos aplicando la ley diso-
ciativa., R. 2x3x9, 6X3X3 2x3x3x3.

Puesto yue 20=05 X 4, wendremos, por la ley disociativa que 20 x 3=....
R. 20x3=56x4x3.

Transforme el producto 8 X 6 en un producto equivalente de 4 factores.
¢Qué ley aplica? R. 4x2x3x2 Ley disociativa.

Aplique la ley disociativa al producto 10 x 18 % 12 transformindolo en un
producto equivalente de 8 lactores. R. 2X5X2X3X3X2X2X3.

Multiplique las desigualdades:
5<6.
o 1<2 a>b. e
a)% 5)4' b) { 3<5. c) 4 c=>d. d) a(p-
6 <8. e>f. 3<4,

R. 2) 45>8. b) 18<B0. ¢) ace> bdf.. d) 15am < 24np.

Aplicar la ley de monotonia en:
8>6 3<5.
a="b. b 5>3. & ﬂ"‘b. d) 4=4.
DY end Y m=n. c:d. r<gq.

a<b.
R. a) ac>bd. b) 5m>3n. c) Bac>6bd. d) 12ap <20bg.
Halle el resultado de multiplicar miembro a miembro en los casos si-
gulentes:
2 P R ey
R. a) No se sabe. b) No se sabe.

ALTERACIDNES DE LOS FACTORES

I. Si el multiplicando se multiplica o divide por un nimero, el pro-

ducto queda multiplicado o dividido por el mismo numero.
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1) Que el multiplicando se multiplique por un nimero.
Sea el producto 57 X 6. Por definicion sabemos que:
57 X 6 = 57 + 57 + 57 + 57 + 57 + 57.
Multipliquemos el multiplicando 57 por un nimero, 2 por ejemplo,
y tendremos:
(BTX2)6=50TX2+56TX2+5TX24+5TX2+57Tx2+57Tx2.

Ahora bien: Esta segunda suma contiene el mismo nimero de suman-
dos que la primera, pero cada sumando de la segunda es el doble de cada
sumando de la primera, luego la segunda suma, o sea, el segundo produc-
to, serd el doble de la primera suma o primer producto; luego al multipli-
car el multiplicando por 2, el producto queda multiplicado por 2.

2) Que el multiplicando se divida por un niimero.
Sea el producto 57 X 6. Por definicién, sabemos que:
57 X 6 =57 + 57 + 57 + 57 + 57 + 57.

Dividiendo el multiplicando por un ntmero, 3 por ejemplo, ten-
dremos:

(57 +3) X 6=57+3+57+83+57+3+567+3+57+3+57+3

Ahora bien: Esta segunda suma centiene el mismo nimero de su-
mandos que la anterior, pero cada sumando de ésta es la tercera parte de
cada sumando de la anterior, luego la segunda suma, o sea, el segundo pro-
ducto serd la tercera parte de la suma primera o producto anterior; luego
al dividir el multiplicando por 3 el producto ha quedado dividido por 3.

I1. Si el multiplicador se multiplica o divide por un mimero, el
producto queda multiplicado o dividido por dicho nimero.

Sea el producto 57 X 6. Multipliquemos o dividamos el multiplica-
dor por un niimero, 2 por ejemplo, y tendremos:

-+
57 x (6 x 2)
y como el orden de factores no altera el producto, resulta:
=2 o
57 X (6 X 2) = (6 X 2) x 57

con lo cual este caso queda comprendido en el anterior.

1. Si el multiplicando se multlphca por un numero y el mulllpll-
cador se divide por el mismo niimero o viceversa, el producto no varia.

En efecto: Al multiplicar uno de los factores por un nimero, el pro-
ducto queda multiplicado por dicho ntiimero, pero al dividir el otro factor
por el mismo nimero, el producto queda dividido por el mismo nimero,
luego no varia.
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EJERCICIO 43

¢Qué alteracién sufre el producto de 88 X 5 si el 88 se multiplica por 4;
si se divide por 117 * R. Queda multiplicado por 4; queda dividido por 11.
¢Qué alteracion sufre el producto de 16 x 8 si el 8 lo multiplicamos por 3;
si lo dividimos por 42 R. Queda multiplicado por 3: queda dividido
por 4.

¢Qué alteracién sufre el producto de 6 X 5 si el 6 lo multiplicamos por 4
y el 5 lo multiplicamos por 57 R. Queda multiplicado por 20.

¢Qué alteracion sulre el producto de 24 x 14 si el 24 lo dividimos por 6
y el 14 lo multiplicamos por 2 R. Queda dividido por 3.

72 es el producto de dos factores. QQué variacion experimentard este
producto si el multiplicando lo multiplicamos por 3 y el multiplicador
por 4) R. Se convierte en B64.

84 es el producto de dos factores. ;Cuil seria este producto si el mul-
u'rli.cando lo multiplicamos por 5 y el multiplicador también lo multi-
plicamos por 52 R. 2100.

¢Qué alteracién sufrira el producto de 150 X 21 si el 150 lo multiplicamos
por 3 y el 21 lo dividimos por 3?2 R. Ninguna.

Siendo ab = 60, esaribir los productos:

£, (Ba)b=. .. d) (@a+5b=....
b) a2b)=.... e) a(b+5)=....
o) (2a)(4b)=.... 3] {a—:~2)(b+2)=..-.

R. q) 180. b) 120. c) 480. d) 12. e) 12. f) 15.
Ba="b. Escribir los productos:

a) 24a=.... d) 16@a)=....
b) 4a=.... € 2(5a)=....
o 8(2a)=.... f) 2(4a)=....

R. a) 3b. b) -;1. ) 2b. d) 4b. ) 2~b. £ b.

ab=60. Escribir los productos:
‘a) da)(b=2)=.... c) (6a)(b +3)=....
b) (2a)(b+4)=.... d) (@a+2)(b+10)=....
R. 2a) 120. b) 30. c) 120. d) 3.
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OPERACIONES INDICADAS carruo )|
DE MULTIPLICACION

I. PRACTICA

OPERACIONES INDICADAS DE MULTIPLICACION
EN QUE NO HAY SIGNOS DE AGRUPACION

Deben efectuarse en este orden: Primero, los productos indicados y
luego las sumas o restas.

Ejemplos
(1) Efectvor 5+3X4—2x7.
Efectuamos primero los productos 3 X 4=12 y 2X 7 =14, y tendremos:
543X4—2X7=54+12—14=3. R.

(2) Efectuor 8—2X3+4X5—6%3.
B—2X3+4X5—-6%X3=8B—6+20—18=4. R

> EJERCICIO 44

1. 9+42x3. R. 15. 3. 30—7x3. R. 9. b. 9x3—4x2. R. 19.
2. 5%4-2. R. 18. 4. 3x4+5x6. R. 42. 6. 15-5%x3+4 R. 4.

102
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9+6x4—5.

OPERACIONES INDICADAS DE MULTIPLICACION

5XT7—3+8x2.
T5—3x4+6—5x%3.
Ix24+Tx4-21.
5x1+6x24+Tx3.

24 x2—3x5—4x6.
49—3x%2x5+8—4x2.

R. 28
R. 48.
R. 54.
R. 13.
R. 38.
R. 9.
R. 19.

14.
15.
16.
17.
18.
18.
20.

D0+5x6—4—Tx244.
1BX%3x2—1—-5x%2%3—9.
5x4+3x2—4X3+8x6.
300—5xT—8x3—2x6.
3X94+4xB—5x3+6—4x2.
2xT—6x4+3x6—2x11413.
8—2X24+6+TX3—3X4+16.

OPERACIONES INDICADAS DE MULTIPLICACION
EN QUE HAY SIGNOS DE AGRUPACION

Deben efectuarse en este orden: Primero, las operaciones encerradas

en los paréntesis y luego las operaciones que queden indicadas.

Ejemplos

1.
2. (3+2)(4+5).

3. (20—14)(8—6).
4 (8+5+3)(6—4).

(1) Efectvar (54+3)2+3(6—1]).

En la practica se suele suprimir el signo X enitre un nimero y un paréntesis
o enire dos paréntesis. Asi, en este ejemplo, (5 + 3)2 equivale a (5+3) x 2
y 316 —1) equivale a 3 X (6—1).

Efectuomes primero los paréntesis: (5+3)=8 y (6—1)=5, y fendremos:

Efectuar:
(64+5+4)3.

(5+3)243(6—1)=8X2+4+3X5=16+15=31. R
(2) Efectvor B—2)5—3(6—4)+3(7—2)(5+4).
Efectuando primero los paréntesis, tendremos:
(8—2)5—3(6—4)+3(7—2)(5+4)
=6X5—3X24+3X5Xx9=30—6+4+135=159. R

3 EJERCICIO 45

R.
R. 45.
R.

45.

12.

R. 32

5. (20-5+2)(16—-3+2-1). R. 238.

11.
12.
13.
14.
16.
16.
17.
18-
18:
20.

(T—5)4+3(4—2)+(8—2)5—2(11-10).
(11—4)5—4(6+2)+4(5—3)—2(8—6).
(342)(5—1)+(8—1)3—4(6—2).
(5—1)(4—2)+(7—3)(4—1).
(3—2)(4—1)+6(8—4)+HT—2)(8—7).
3(9—2)+2(5—1) (4+3)+3(6—4) (8—7)
(8—2)3—2(5+4)+3(6—1).
300—3(5—2)+(6+1)(9—3)+4(8+1).

® 103
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B. (8+6+4)2. R. 36.
7. (20-15+30—10)5. R. 125
B. (50x6x42x18)9. R. 2041200.
9. (5—2)3+6(4—1). R. 27.
10. 3(8—1)+4(3+2)—3(5—4). R. 38.

500-+6(3+1)+(8—5)3—2(5+4).

6[3+(5—1)2].

42.
T
25.

FRRRFRPREPRR
%
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21. 8[(5—3) (4+2)]- R. 9.
22. 9[(10—4)2+(30—20)2). R. 288
23. [(5+2)3+(6—1)5] [(8+6)3—(4—1)2]. R. 1656.
94, {15+(9—5)2}{(6x4)3+(5—4)(4—3)}- R. 1679.

95. B00+{20—3x4+5[18—(6—1)3+(5-2)4]}. R. B83.

Ill. TEORIA

Estudiaremos ahora el modo de efectuar las operaciones indicadas de
multiplicacion sin efectuar lo encerrado dentro de los paréntesis, método
indispensable cuando las cantidades estdn representadas por letras.

LEY DISTRIBUTIVA DE LA MULTIPLICACION

@PRDDUCTD DE UNA SUMA POR UN NUMERO
Para multiplicar una suma indicada por un namero se multiplica
cada sumando por este nimero y se suman los productos parciales.

Ejemplos I

(1) Efectvor (5+ 4)2 Decimos que:
(5+4)2=5X2+4x2=10+8=18. R

En efecto:
(5+42=(5+4)+(5+4)=5+4+5+4=5+5+4+4
={(5+5)1+(4+4)=5x2+4x2
(2) Efectuar (34 6+9)5.

(3+6+9) 5=3X5+6X5+9X5=15+30+45=90. R
En general: (o+b+cln=an+bn+cn.
Lo propiedad aplicada en los tres ejemplos anteriores constituye la ley dis-
tributiva de la multiplicacién respecio de la suma.

@PIOBUCTO DE UNA RESTA POR UN NUMERO
Para multiplicar una resta indicada por un nimero se multiplican el
minuendo y el substraendo por este nimero y se restan los productos

parciales.

l E jemplas I

(1) Efectuar [8—5)3. Decimos que:
(B—5)3=8X3—5X3=24—15=9. R
En efecto: Multiplicar (8 — 5)3 equivale a tomar (B — 5) como sumando tres
veces, 0 seq:
(B—5)3=(B— 5)+(B—5)+(8—5)
=(B+8+B)—|5+5+5)=8xX3—5X3.
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(2) Efectvar (15—9)6.
(15—9)6=15X6—9X6=90— 54=36. R
En general: (o —b)n=an—bn.
La propiedad aplicoda en los dos ejemplos anteriores constituye la ley dis-
tributiva de la multiplicocién con relocion a o resta.

@ SUMA ALGEBRAICA

Una expresion como 7—2+ 9 —3 que contiene varios signos + o —
es una suma algebraica.

En esta suma algebraica, 7, 2, 9 y 3 son los términos de la suma. Los
términos que van precedidos del signo + o que no llevan signo delante
son positivos. Asi, en este caso, 7 y 9 son positivos. Los términos que
van precedidos del signo — son negativos. Asi, en este caso, —2 y — 3 son
negativos.

En la suma algebraica a + b —c—d + e, los términos positivos son
a, by e, y los negativos, —c y —d.

PRODUCTO DE UNA-SUMA ALGEBRAICA
POR UN NUMERO

Como hemos probado que la multiplicacion es distributiva con rela-
cion a la suma y a la resia, tenemos que:

Para multiplicar una suma algebraica por un nimero se multiplica
cada término de la suma por dicho nimero, poniendo delante de cada pro-
ducto parcial el signo + si el término que se multiplica es positivo y el
signo — si es negativo.

Ejemplo |

{1) Efectuar (B—2+6—3)5.
[B—2+6—3)5=8X5—2X5+6X5—3X5.
=40—10+30—15=45 R
En general: [a—b+c—d)n=an—bn+cn—dn

FACTOR COMUN

En la suma algebraica 2x 5+ 3 x2—4 x 2 los términos son los pro-
ductos 2x 5,3 x 2y 4 X 2. En cada uno de estos productos aparece el fac-
tor 2; 2 es un factor comin.

Igualmente en la suma algebraica 9 x3 -3 x5—3X2+8x3el3es
un factor comin; en la suma ab + be — bd el factor comin es b; en la suma
Say + bax — Han el factor comuin es 5a.
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u. OPERACION DE SACAR FACTOR COMUN

\J

PR EPRe

Ejemplos I

(1) Sabemos, por la ley distributiva, que:

(2)

3)
)

(3)

(B+6)5=8X5+6X%S5.
Invirtiendo los miembros de esta igualdad, tenemos:
Bx54+6%x5=5(8+6).
Aqui vemos que en el primer miembro tenemos el factor comin 5 y en el
segundo miembro aparece el foctor comin 5 multiplicondo @ un paoréntesis

dentro del cual hemos escrito B + & que es lo que gueda en el primer miem-
bro dividiendo cada término por 5. Hemos socodo el factor comin 5.

Sabemos, por la ley distributiva, que
(9—72=9%x2—Tx2
Invirtiendo tenemos.
PX2—-7X2=2(9-7).

En el primer miembro tenemos el foctor comin 2 y en el segunde miembro
aparece el 2 multiplicando @ un paréntesis dentro del cual hemos puesto lo
que gqueda en el primer miembro dividiendo cada término por el factor comin
2. Hemos sacado el factor comin 2.

Sacor el foctor comin en 9 X8+ 8X3—8.
PxXB+BX3—B=8(9+3—1). R

Sacar el factor comin en ab — oc + o —am.
agb—oc+o—am=alb—c+1—m) R

Sacar el factor comin en 7ax — 7ab + 7am.
Jax—7ab+7am=7a(x—b + m). R.

(6) Sacar el factor comin en 4ob + 20c — 8an,

4ob + 20c —8an=12a(2b +c—4n). R
EJERCICIO 46
Efectuar, aplicando la ley distributiva:
(84+3)2. R. 22. 10. 5(a+b+c). R. 5a+5b+5¢.
(7-5)3. R. 6. 11. a(5-342). R. 4da.
(9+6—2)5. R. 65. 12. (a—b+c—d)x. R. ax—bx+4cx—dx.
(b+c)a. R. ab+ac. 13. (1149+7+6)8. R. 264.
(x—y)m. R. mx—my. 14. (m—n)3. R. 3m—3n.
(a+m—x)n. R. an+mn—nx. 15, 2a(b+c—d). R. 2ab+2ac—2ad.
9(15+8+4). R. 243. 16. 8x(11-3). R. 64x.
7(25—18). R. 49. 17. (2a—3b+5c)4. R. Ba—12b+20c.

3(2-1+5). R. 18. 18. 3(11—-6+9-7+1). R. 24.



19.

21

23.
24.

OPERACIONES INDICADAS DE MuLTiPLicacion @ 107

Sacar el factor comin en las expresiones siguientes:

3x2+5x2. R. 2(3+5). 25. 5x—xy. R. x(5—y).
. ab+ac. R. a(b+c). 26. Ba—4b. R. 4(2a-b).
5X8—Tx5. R. 5(8—17). 27. 2x9—9+3x4. R. 9(2—1+3).
. 9x3+3x4+45%3. R. 3(9+4+5), 28. 5xy—oxz. R. 5x(y—z).
6x5—Tx6+86. R. 6(5—7+1). 29. Tab+6ac. R. a(7b+6¢c).
ab—ac+a. R. a(b—c+1). 30. x%y—xiz2—x2 R. x%(y—z2—1)
31. 3X5+5X6—5+5x%9. R. 5(3+6—1+9).
32. ax—am+tan—a. R. a(x—m-+n—1).
33. 9x5—-12x7+6x11. R. 3(15—-28+22).
34. 3b+6ab—9b+12b. R. 3b(1+2a—3+4).
35. IXTX2+5x3x9-2x4x9. R. 9(14+15—8).
36. 5ab—10ac+20an—Ha. R. Ha(b—2c+4n—1).
37. ax?y—9ay+ay—3ay. R. ay(x*—9+1-3).

38. 15a2bx+3ax—9anx—6amx. R. 3ax(5ab+1—3n—2m).

PRODUCTO DE SUMAS Y DIFERENCIAS

@PRODUCTO DE DOS SUMAS

Para multiplicar dos sumas indicadas se multiplican todos los

términos de la primera por cada uno de los términos de la segunda y se
suman los productos parciales.

(1) Efectvar (6+5)(3+2). Decimos que:
(6+5)(3+2)=6X3+5X3+6X2+5X2
=18+ 15+ 124+ 10=155.
En efecto: El producto (6 +5)(3 +2) se compondré de ires veces (6+ 5)
mas dos veces (& -+ 5), luego:
[6+513+2)=(6+5)3+(6+5)2
=6X3+5X3+6X24+5%2

(2) Efectuar (9+7)(5+4).
(9+7)5+4]|=9X5+7 X5+9x4+7 x4
=45+35+36+28=144 R

En general:
[e+b+c){m+n)j=am+ bm+cm+an+bn+cn
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@ PRODUCTO DE SUMA POR DIFERENCIA

Para multiplicar una suma por una diferencia se suman los produc-
tos de cada término de la suma por ¢l minuendo y de esta suma se restan
los productos de cada término de la suma por el substraendo.

i Ejemplo l

(1) Efectuar (9 +7)(5—4). Decimas que:

(PH+7)IS—4)=9X5+T7X5—9X4-7T X4
=45+35—36—28=16. R

En efecto: El producto (9+7)(5—4) se compondra de cinco veces (9 +7)
menos cuatro veces [? + 7), luego:

F+7)5—4)=(9+7)5—(9+7)4
—(9X5+7X5) —(9X4+T7X4)=9X5+7X5—9x4—7 X 4.
(125).

En general: o+ b){c —d)=ac + bc — od — bd.

(161) CASO PARTICULAR. PRODUCTO DE LA SUMA
DE DOS NUMEROS POR SU DIFERENCIA

El producto de la suma de dos numeros por su diferencia es igual a
la diferencia de los cuadrados de los dos nimeros.

(1) Efectuar [6+ 5)[6—5). Decimos que:
(64+5){6—5)=—5=36—25=9.
En efecto: Aplicando lo reglo explicada en el nimero onterior, tenemos:
(645](6—5)=6X6+5X6—6X5~-5X5
=6X6—5X5=6—-5.
(Z) Eectuar (9 —3)(9+3) ]
(9—3)(9+3)=9*—32=81—-9=72. R

En general:

{a+b){c—b)=c*— b2

PRODUCTO DE DOS DIFERENCIAS

Para multiplicar dos diferencias indicadas se suma el producto de

los minuendos con ¢l producto de los substraendos y de esta suma se
restan los productos de cada minuendo por el otro substraendo.
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[ Ejemplos |

(1) Efectvar (7 —4)(3 —2). Decimos que:
(7—4)(3—2)=7X3+4X2—7X2—4X3
=214+8—14—12=3.
En efecto: El producto (7 —4) (3 —2) se compondra de tres veces (7 — 4)
menas dos veces (7 — 4), lvego:
(7—4)[3—2)=(7—4)3—(7—4)2
=[7X3—4x3)—(7Tx2—4X%2)
=(7X3+4x2)—(7X2+4%3) (126).
=7X3+4X2—-7%x2—4%x3 (125). R
(Z) Efectvar (5—3)(8—6).
(5—3)(B—4)=5XB+3IXE—5%x6—3X8
=40+18—30—24=4. R,

En general: [a—b}{c—d)=oc+ bd—ad—bec.

EJERCICIO 47
Efectuar, aplicando las reglas estudiadas:
1. (74+2)(5+4). R. 81
2. (a+b)(m+n). R. am+bm-tan+bn.
3. (6+3)(4—2). R. 16.
4. (8—5)(6+9)- R. 45.
B. (a+b)(m—n) R. am+bm—an—bn.
8. (9—3)(7—2). R. 30.
7. (a—b)(m—n). R. am+bn—an—bm.
8. (8+3+2)(5+7). R. 156.
8. (a—b)(4+3). R. 4a—4b+3a—3b=Ta—T7b.
10. (m+n)(5—2). R. Sm+b5n—2m—2n=3m+3n.
11. (8—2)(114+9+6).  R. 156.
12. (15—T)(9—4). R. 40.
13. (254-3)(x—y). R. 25x+3x—25y—3y=28x—28y.
14. (a+3)(b+6). R. ab+3b+6a+18.

Hallar, por simple inspeccion el resultado de:

1. (3+2)(3-2). R. 5. 19. (5—b)(b+5). R. 25—b2.
16. (8—5)(8+5)- R. 39. 20. (2a—T7)(7+2a). R. 4a?—49.
17. (m+n)(m—n). R. m?—n2. 21 (4+7)(7—4). R. 33.

18. (a—3)(a+3). R. a®—9. 22. (b—a)(a+b). R. b*—a%

23. (9+b)(9—b).  R. B1—b2
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REGLA GENERAL PARA MULTIPLICAR
SUMAS ALGEBRAICAS

De acuerdo con las reglas aplicadas en los nimeros anteriores, tene-
mos que:

(a + b)(c + d)=ab + bc + ad + bd.
(a+ b)(c —d)=ac + bc —ad — bd.
(a — b)(c — d) = ac — bc — ad + bd.

Observando estos resultados, vemos que lo que hemos hecho ha sido
multiplicar cada término del primer paréntesis por cada término del se-
gundo paréntesis poniendo delante de cada producto el signo + cuando
los dos factores que se multiplican tienen signos iguales (los dos + o los
dos —) y el signo — cuando tienen signos distintos. El primer término de
cada producto, que no lleva ningun signo delante, se entenderd que es
positivo.

Podemos, por tanto, enunciar la siguiente:

REGLA GENERAL

Para multiplicar dos sumas algebraicas se multiplica cada término de
la primera suma por cada término de la segunda suma, poniendo delante
de cada producto el signo + cuando los dos términos que se multiplican
tienen signos iguales, y el signo — cuando tienen signos distintos.

Esta regla general es de gran utilidad porque para el alumno es muy
dificil retener cada una de las reglas anteriores.

Vamos a resolver varios casos aplicando esta regla general.

=

(1) Efectvar (8 —6) (5 + 4) por la reglo general

(B—6)(S+4)=8X5—6X5+8X4—6X4
=40—30+32—24=18 R

Hemos multiplicado 8 por 5 y como B y 5 tienen signos iguoles [porque al no
llevar signo delonte llevan +) delante del producto 8 X 5 va un + (que no
se escribe por ser el primer término, pero va sobreentendido). Después multi-
plicamos — 6 por 5 poniendo delonte de este producto el signo — porque &
y 5 tienen signos distintos; luego 8 por 4, poniendo + delante del producto
porgue B y 4 tienen signos iguales y por Ollimo — & por 4 poniendo delante
del producte — porque tienen signos distintos.
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(2) Efectuar (9 —3)(B—5) por la regla general.
[9—3)(B—35)=9?XB—3AXB—9X5+3X5
=72—24—45+15=18. R
Hemos multiplicado 9 por 8 poniendo delante + [que se sobreentiende) porque
8 y 9 tienen signo +; — 3 por B, este producto lleva delante signo — porque
tienen signos distintos; 9 por — 5, este producto lleva — delante porgue son
signos distintos y —3 por — 35, este producto lleva delante + porque son
signos iguales.
(3) Efectvar (7 —4+2)[6—5).
[7—4+2)(6—5)=7TXE6—4X6+2X6—TX54+4x5—-2X5
=42—24+12—354+20—10=5. R
(4) FEfectuar fo—b—c){m—x).
fa—b—c){m—x)=am—bm—cm —ax + bx + cx. R.

» EJERCICIO 48
Efectuar, aplicando la regla general:

1. (B+3)(5+2). R. 77. 7. (94+7)(4+8). R. 192.

2. (4-1)(5+3). R. 24. 8. (a—b)(m—n). R. am—bm—an+bn.

3. (9-7)(6-3). R. 6. 8. (8—T)(x—y)- R. Bx—Tx—8y+Ty=x—y.
4. (8+6)(5—2). R. 42. 10. (9-7+2)(5+6). R. 44.

5. (15—-6)(9—4). R. 45. 11. (4-3)(6+5—2). R. 9.

6. (11+3)(8—5). R. 42. 12. (a—b)(c+d). R. ac—bc+ad—bd.

13. (m-+n)(x—y).

14. (p—q)(m—n).

15. (a+b—c)(r—s).

16. (b—4)(5—2+3).

17. (a—b—c)(m+n—p).

. mx+nx—my—ny.

. mp—mg—np+ng.
ar+br=cr—as—bs+cs.

. 3b—20—2b+8+3b—12=6b—24.
am—bm—cm+an—bn—en—ap+bp+cp.

RRREERR R

18. (T—4+3)(5—2-1). 12.
18. (a—b+c—d)(m—n). am—bm+ecm—dm—an+bn—cn+dn.
20. (5+3) (4—2+-5-3). 32.

PRODUCTD DE UN PRODUCTO INDICADO

POR UN NUMERO

Para multiplicar un producto indicado por un nimero se multiplica
uno de los factores del producto por dicho nimero.

Vamos a multiplicar el Pruduf:to 4 x5 por 6.

Decimos que basta multiplicar uno solo de los factores, bien el 4 o

el 5, por el mliltiplicador .
M u!tiplicando el factor 5, tenemos:
(4 X 5)6 = 4(5 X 6) = 4(3

Multiplicando el factor 4, tenemos:




112 @ ARITMETICA

En efecto: Al multiplicar uno de los factores del producto 4 X 5 por
el multiplicador 6, el producto 4 X 5 queda multiplicado por 6 porque he-
mos visto (160) que si el multiplicando o multiplicador se multiplican por
un nimero, el producto queda multiplicado por dicho niimero.

Si se trata de un producto de més de dos factores, se procederd del
mismo modo, multiplicando uno solo de los factores por el multiplica-
dor. Asi:

(2x3x4)5=23x54=2x15x4=120. R.

En este caso la regla se justifica considerando el producto 2 X 3 X 4
descompuesto en dos factores, de este modo: 2 x (3 x 4) y aplicindole la
regla dada para el caso de dos factores.-

PlODUCTO DE DOS PRODUCTOS INDICADOS

Para multiplicar dos productos indicados se forma un solo producto
con todos los factores.
Vamos a multiplicar el producto 2 X 3 por el producto 4 X 5 X 6. De-
cimos que: _
(Zx3)(4Xx5X6)=2x3x4x5x6=1720. R.

En efecto: Al muluplicar el factor 3 del producto 2 X 3 por el pro-

ducto 4 x5 x 6, el producto 2 x 38 queda multiplicado por el producto
4 % 5 x 6, segin el caso anterior.

» EJERCICIO 49
Efectuar, aplicando las reglas anteriores:

1. (4x5)3.  R. 60. 8 (7x3)2—(4x5)2. R. 2.
2.5(3x7).  R. 105. 7. (6x5)9+(3x4)3.  R. 306.
3. (3a)a. R. 3a2. 8. (5X7)(3x8). R. 840.
4. (7a%)a.  R. Ta%b. 9. (abc)(ab?c?) R. a?b3c,

b. (5x6xT7)2. R. 420. 10. (4x3x5)(2x4x6). R. 2880.
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Eabilonios e hindues fueron los primerps en conocer la division. mmm-mmﬂwlldlﬂ-
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do, diviser, cociente y residue. mwmmm-mnmm Leonarde
de Pisa los expuso en 1202. Oughtred, en 1647, propuso el signo [ ;) para indicar la divisién.

DIVISION carmuto X ||
.DIVISHDN SU OBJETO

La divisién es una operacién inversa de la multiplicacién que tiene
por objeto, dado el producto de dos [actores (dividendo) y uno de los fac-
tores (divisor), hallar el otro factor (cociente),

NOTACION

El signo de la division es + o una rayita horizontal o inclinada colo-
cada entre el dividendo y el divisor.

Asi, la division de D (dividendo) entre d (divisor) y siendo ¢ el cocien-
te, se indica de los tres modos siguientes:

D+d=c %=c. D/d=c.

De acuerdo con la definicién, podemos decir que dividir un niimero
(dividendo) entre otro (divisor) es hallar un nimero (cociente) que multi-
plicado por el divisor dé el dividendo.

Asi, dividir 20 entre 4 es hallar el nimero que multiplicado por 4
dé 20. Este nimero es 5, luego 20 + 4 = 5.

B8+-4=2 porque 2x4=8, y en general,
Del propio modo: 15 si D-d=c es
?:3 porque 3 X 5=15, porque cd=D.

113
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Ya que el dividendo es el producto del divisor por el cociente, es evi-
dente que el dividendo dividido entre el cociente tiene que dar el divisor.
Asi: 14+2=7 y 4+T=2
18+6=3 y 18+3=6.
En general si D+ d=c se verifica que D+ c=d.

COCIENTE

Etimologicamente la palabra cociente significa cudntas veces. El co-
ciente indica las veces que el dividendo contiene al divisor. Asi, en
10+ 5=2, el cociente 2 indica que el dividendo 10 contiene dos veces al
divisor 5. A

DIVISION EXACTA

La divisién es exacta cuando existe un nimero entero que multipli-
cado por el divisor da el dividendo, o sea, cuando el dividendo es multiplo
del divisor.

Asi, la division 24 +3 =18 es exacta, porque 8 X 3=24. El nimero
entero B es el cociente exacto de 24 cntre 3 e indica que 24 contiene a 3,
ocho veces exactamente.

e a6 __ s "
La division — 4 es exacta porque 4 X 9 =36. El nimero entero 4

es el cociente exacto de 36 entre 9 ¢ indica que 36 contiene a 9 cuatro veces
exactamente.

REPRESENTACION GRAFICA DE LA DIVISION EXACTA

Ejemplo Representar graficamente la division 12 + 3.
A 7 2 -
c —«3——-D - B FIGURA 25
o cm - e

T i T
Primero (fig. 25) representamos gréficamente, por medio de segmentos, el dividendo
12 y el divisor 3. El segmento AB =12 representa el dividendo y el segmento
CD = 3 representa el divisor. Se transporta el segmento divisor sobre el segmento
dividendo consecutivamente, a partir del extremo A, y vemos que el segmento divi-
sor esta contenido 4 veces exactamente en el segmento dividendo. Este numero de
veces, 4, que el dividendo contiene al divisor, representa el cociente exaclo de 12
entre 3.

EJERCICIO 50

Siendo Ja =14, se tendrd que 18<+a=...ya=... R. 3, 6.
Si 83 =5x, ¢qué numero es x? R. 17.
Siendo ab = m, se tendrd que m+a=....ym+b.... R. b, a.

W \J
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4 Sia+b=c se tendrd que ga+c=...y be=... R. b, a.

B. Siendo $=n. se tendrd que 3n=...y 1;’: R. 12 8.

6. Siendo —=382, ¢qué nimero es a? R. 160.
- B __ & x __ _—

7. 51 —=6, se tendrd que -=...yque y=... R. y x

8. Si en una divisiéon exaca el dividendo es 2940 y el cociente 210, ¢cudl
es el divisor? R. 14.

9. Si el couente exacto es 851 y el divisor 93, gcudl es el dividendo?

R. 79143

10.  Si al dividir x enwre 109 el cociente es el duplo del divisor, ¢qué nimero
es x¢ R. 23762

11.  Sc reparten $731 entre varias personas, por partes iguales, y a cada una
tocan $43. ¢Cudntas eran las personas? R. 17.

12.  Uno de los tactores del producto 840 es 12. ¢Cudl es el owro factor?  R. 70.
13.  ¢Por cudl nimero hay que dividir a 15480 para que el cociente sea 15?

R. 1032.
14.  Representar gralicamente las divisiones:
a) 9+3. ¢ 16 +4. e) 36+4.
b) 102 d 21 +7. f) 20-+5.

DIVISION ENTERA O INEXACTA

Cuando no existe ningin namero entero que multiplicado por el di-
visor dé el dividendo, o sea, cuando el dividendo no es miiltiplo del divi-
sor, la divisién es entera o inexacta.

Asi, la division 28 = 6 es entera o inexa€la porque no existe ningun
nimero entero ¢ue multiplicado por 6 nos dé 23, o sea, que 23 no es mul-
tiplo de 6.

@DIVISION ENTERA POR DEFECTO Y POR EXCESO
La division 23 + 6 no es exacta porque 23 no es miltiplo de 6, pero

ie. Genp que: Ix6=18<23 y 4X6=24>23

lo que indica que el cociente exacto de 23 + 6 es mayor que 3 y menor

que 4. En oste caso, 3 es el cociente por defecto y 4 ¢l cociente por exceso.

En la division cntera 40 + 7 se tiene que

5XT=35<40 y 6 _

lo que nos dice que el cociente exdcto seria mayor que 5 y menor que 6.
5 es el cociente por delecto y 6 el cociente por exceso.

En general, si D no es multiplo de d, ¢l cociente D =+ d esta compren-

dido entre dos nimeros consecutivos. Si llamamos ¢ al menor. el mayor
sera ¢ + 1, y tendremos:
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El cociente exacto de la divisibn D + d serd mayor que ¢ y menor
que ¢+ 1. Entonces, ¢ es el cociente por defecto y ¢+ 1 el cociente por
€xXceso.

RESIDUO POR DEFECTO

En la divisién 23 + 4 el cociente por defecto es 5. Si del dividendo 23
restamos el producto 4 X 5, la diferencia 23 —4 X 5=23 es el residuo por
defecto.

En la divisibn 42 +9 el cociente por defecto es 4 y la diferencia
42 -9 x4 =6 es el residuo por defecto.

En general, si llamamos ¢ al cociente por defecto de D + d, el residuo
por defecto r vendra dado por la férmula:

r=D-dc (1)

Residuo por defecto de una division entera es la diferencia entre el
dividendo y el producto del divisor por el cociente por defecto.

En la diferencia de la igualdad (1) anterior, como en toda diferencia,
el minuendo D tiene que ser la suma del substraendo dc y la diferencia r,

ncge:  D=dc+r

y en la misma igualdad (1) por ser la resta del minuendo y la diferencia
igual al substraendo, tendremos:

D-r=dec

RESIDUO POR EXCESO

En la division 23 + 4 el cociente por exceso es 6. Si del producto
6 % 4 restamos el dividendo 23, la diferencia 4 x 6 — 23 =1 es el residuo
por exceso.

En la divisién 42+ 9 el cociente por exceso es 5 y la diferencia
9x5—42=3 es el residuo por exceso.

En general, siendo ¢ el cociente por defecto de D +d, el cociente
por exceso sera ¢ + 1 y el residuo por exceso r' vendra dado por la férmula:

r=dlc+1)-D (2
Residuo por exceso es la diferencia entre el producto del divisor por
el cociente por exceso y el dividendo.
En la diferencia (2) anterior el minuendo es igual a la suma del subs-
traendo y la diferencia, luego

D+r=dc+1)
y como el minuendo menos la diferencia da el sustraendo, se tendra:

dc+)—r'=D,
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SUMA DE LOS DOS RESIDUOS

1) Consideremos la division entera 26 = 7.

El cociente por defecto es 3 y el residuo por delecto 26 — 7 x 3 =5.
El cociente por exceso es 4 y el residuo por exceso es 7 X 4 — 26 =2.
Sumando los dos residuos tenemos: 5+ 2 =7, que es el divisor.

2) Consideremos la division 84 + 11.

El cociente por defecto es 7 y el residuo por exceso 84 —7 x 11 =17.

El cociente por exceso es 8 y el residuo por exceso 11 X 8 — 84 =4.
La suma de los dos residuos 7 + 4 =11, es el divisor.

La suma de los restos por defecto y por exceso es igual al divisor.

DEMOSTRACION GENERAL
Hemos establecido antes (172 y 173) que el residuo por defecto r y el
residuo por exceso r* vienen dados por las lormulas:

r=D-dc (D
r'=d(c+ 1)—D.
Efectuando el producto d{c + 1) en esta tltima igualdad, s¢ tiene:
r=dc+d—D. ()
Sumando (1) y (2) se tiene:
r+r=D—dc+dc+d—D
y simplificando D y — L, — dc¢ y + dc, queda:
riv=d
que era lo que queriamos demostrar.

@lEPIESENTAC!OH GRAFICA DE LA DIVISION
ENTERA POR DEFECTO

‘ E j'?l'ﬂ Pfﬂ I Representar graficamente la division 9 + 4, por defecto.

A 4 ' i A"‘:"_'.—'_'—'_H"I IB _| FIGURA 26 I

C|—¢—.—-l—-D . 3 —

El segmento AB = 9 (fig. 26] represento el dividendo y el segmento CD = 4 el divisor.
Se tronsporta el segmento divisor sobre el segmento dividendo, consecutivamente, a
partir del exiremo A y vemos que el divisor esta contenido en el dividendo 2 veces
[cociente 2) y que sobra el segmento MB = 1, que representa el residuc por defecio.
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176) REPRESENTACION GRAFICA DE LA DIVISION

@

ENTERA POR EXCESO

I E jemplo Representar gréaficamente la divisién 9 <+ 4 por exceso

ki b | S0
m -
AI + i Y 1 [ ‘-B . {
=t ——=
l FIGURA 27 ]
—

-3
-
L S

&4
En la figura 27 estd representada graficomente la division por exceso 9+ 4. El co-
ciente por exceso es 3 (las veces que se ha llevado el divisor 4 sobre el dividendo 9)
y el residuo por exceso es el segmento BM=23. En la figura esté representado
también, graficamente, que la suma del resto por exceso que es el segmento BM =3
y el resto por defecto CB =1 es igual al segmento CM = 4, que es el divisor.

@LA DIVISION COMO RESTA ABREVIADA

La representacion grifica de la division exacta y la division entera

nos hacen ver que la division no es mas que una resta abreviada en la cual
el divisor se resta todas las veces que se pueda del dividendo y el cociente
indica el nimero de restas.

>

1.

el ol

10.

11.

EJERCICIO 51

Hallar el cociente por defecto y por exceso en:
a) 18+5. b)27+8 ) 31+6. d)42-+15. ¢)'80+15. £ 60+13.
R. 2)3, 4 b)3, 4 56 d)2,3 €5 6 45
Hallar los restos por defecto y por exceso en:
a) 9+2. b)ll+4. <c)19+5H. d)27+8. e)b4+16. [) 87+ 24.
R. a)1,1 b)3 1. 4,1 d)35 €6 10. f) 15 9
Sin hacer operacién alguna, diga cudl serd la suma de ambos restos en:
a)19+9. b)23+8. ) 95+43. d) 105+36. € 8+a [ b=+ec
R. a)9 b)8 ¢)43. d) 36 e¢)a I)c
D=83, ¢c=9,d=9. Hallar r. R. r=2.
d=8, ¢=11, r=3. Hallar D. R. D=9
=102, ¢=23, r=10. Hallar d. R. d=4.
=1563, ¢ =17, r=16. Hallar D. R =26587.
d=80, D=8754, r=34. Hallar c. R. c=109.
Se repartié cierto numero de manzanas entre 19 personas y después de dar
6 manzanas a cada persona sobraron 8 manzanas. ¢(Cudntas manzanas
habia? K. 122.
Si $163 se reparten entre cierto numero de personas, a cada una tocarian
$9 y sobrarian $10. ¢Cudl es el nimero de personas? R. 17.
Reparti 243 ldpices entre 54 personas y sobraron 27 ldpices. ¢Cudntos
lipices di a cada una? R. 4.

R 3
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12. D=93, d=12, codente por exceso=8. Hallar . R. '=3.

18. d=11, codente por exceso=6 y r'=4. Hallar D. R, D=62.

14. D=9, =1, d=9. Hallar el cociente por exceso. R. ¢'=10

15. Si el divisor es 11 y el resto por defecto es 6, ¢cudl es el resto por exceso?
R. =5

16. Si el divisor es 31 y el resto por exceso 29, gcudl es el resto por defecto?
R. r=2.

17. El cociente por defecto es 7, r =2, 1" =2, ¢cudl es el dividendo? R. D =30.

18. Fl cociente por defecto es 4, r=6 y v*=5. Hallar . R. D=50.

18. El cociente por defecto es B, el divisor 6 y el residuo 4. Hallar el divi-
dendo. R. D=52.

20.  Cudl es el menor niimero que debe restarse del dividendo, en una divisién
inexacta, para que se haga exacta? R. r.

2l. (Qué nimero hay que restar de 520 para que la division 520 -9 sea
exacta? R. T.

22. ;Cuil es el menor nimero que debe anadirse al dividendo, en una divi-
sibén inexacta, para que sc haga exacta? R. r'.

23. Qué numero debe anadirse a 324 para que la division 324 <11 sea
exacta? R. 6.

24.  Si el dividendo es 86, el cociente por defecto 4 y el residuo por defecto 6,
¢cudl es el divisor? R, 20,

25. 51 el dividendo es 102, el divisor 9 y el residuo por defecto 3, gcudl es
el cociente por defecio? R. 11

26-  Si en una division el dividendo se aumenta en un numero igual al divisor,
¢oué variacion sufre el cociente? ¢Y el residuo? R. Aumenta 1; no varia.

27. El dividendo es 42 y el divisor 6. ¢Qué relacion tiene el cociente de la
division (42 + 6) = ¢ con el cociente de la divisién anterior? R. Vale 1 mds.

28. Si en una division se disminuye el dividendo en un numero igual al
divisor, ¢qué le sucede al cociente? ¢Y al residuo? R. Disminuye en 1:
no varia.

28.  ;Qué relacién guarda el cociente de la division 96 + 8 con el cociente de
la division (96 —H)+8 R. Vale | mas.

DIVISION POR LA UNIDAD SEGUIDA DE CEROS

Para dividir un entero por la unidad seguida de ceros, se separan de
su derecha, con un punto decimal, tantas cifras como ceros acompaiien a
la unidad, porque con ello el valor relativo de cada cifra se hace tantas
veces menor como indica el divisor.

(1)  567+10=567. R (3) 985678 + 1000 = 985.676. R.
Ejemplosl (2) 1254+100=1254. R. (4) 400+100=4. R
| (5) 76000+1000=76. R

NUMERO DE CIFRAS DEL COCIENTE

El cociente tiene sicmpre una cifra méds que las cilras que quedan a
la derecha del primer dividendo parcial.
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Asi, al dividir 54678 entre 78 separamos en el dividendo, para empe-
zar la operacion, las tres primeras cifras de la izquierda, quedando dos a
la derecha, luego el cociente tendrd una cifra mis que estas dos que que-
dan a la derecha, o sea, tres cifras.

@FRUEBAS DE LA DIVISION

Puede verificarse de wres modos:
1) Multiplicando el divisor por el cociente y sumindole el residuo
por defecto, tiene que darnos el dividendo si la operacion estd correcta.

2) Si la division es exacta, dividiendo el dividendo entre el cociente,
tiene que darnos el divisor. Si no es exacta, se resta el residuo del divi-
dendo, y esta diferencia, dividida entre el cociente, tiene que dar el divisor.

3) Por la prueba del 9. (Véase el niimero 280), y del 11 (Véase el
numero 281).

3 EJERCICIO 52

1. Efectuar las divisiones siguientes:

824 + 14. 14 = 10. 5600 = 100.
7245 < 26. 456 = 100. 4000 <+ 1000.
12345 + 987. 1234 + 1000. 870000 + 10000.
875993 = 4356. 645378 = 100000. 5676000 = 1000000.
10987654 = 8756. 180 <+ 10. 98730000 =+ 10000000.

Si 14 libros cuestan $84, gcuinto costarian 9 libros? R. $54.

Si 25 trajes cuestan $250, ¢cudnio costarian 63 trajes? R. $630.

Si 19 sombreros cuestan $57, ¢cudntos sombreros podria comprar con $108?

R. 36.

Cambio un terreno de 12 caballerias 2 §5000 una, ;)or otro que vale a

$15000 la caballeria. ¢Cudntas caballerias tiene éster R. 4 cab.

6. Tenia $2576. Compré viveres por valor de $854 y con el resto frijoles
a $6 el saco. ¢Cudntos sacos de [rijoles compré? R. 287.

7. Se reparten B4 libras de viveres entre 3 familias compuestas de 7 personas
cada una. ¢Cudntas libras recibe cada persona? R. 4 lbs.

8. ¢Cudntos dias se necesitardn para hacer 360 metros de una obra si se
trabajan 8 horas al dia y se hacen 5 metros en una hora? R. 9 dias.

8. Se compran 42 libros por $126 y se vende cierto niimero por $95 a $5 uno.
gCuﬁmo; libros me quedan y cudnto gané en cada uno de los que vendf?
R. 23; $2.

10. Patricio compra cierto nimero de caballos por $2120 a $40 uno. Vendié
40 caballos por $168B0. ¢Cudntos caballos le quedan y cudnto gané en
cada uno de los que vendi®? R. 13; §2.

11. Un muchacho compra el mismo nimero de lipices que de plumas por
84 cas. Cada lapiz vale 5 cts. y cada pluma 7 cts. ¢Cudntos ldpices y
cuantas plumas ha comprado? R. 7.

12. Compro cierto nimero de sacos de aziicar por $675 y luego los vendo por
$1080, ganando asi $3 por saco. ¢(Cudntos sacos compré? R. 135.

13. ;Cudntos sacos tendrd una partida de viveres que compré por $144 si al

revender 12 de esos sacos por $72 gano $2 en cada uno? R. 36.

>
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I.H"ES DE LA DIVISION
Las leyes de la division exacta son tres: ley de uniformidad, ley de
monotonia y ley distributiva.

.I. LEY DE UNIFORMIDAD
Esta ley puede enunciarse de dos modos:
1) El cociente de dos niimeros tiene un valor tinico o siempre es igual.
Asi, el cociente 20 + 5 tiene un valor Gnico, 4, porque 4 es el (nico
nimero que multiplicado por 5 da 20.
36 + 12 =3 dnicamente, porque 3 es el nico nimero que multpli-
cado por 12 da 36.
2) Puesto que dos numeros iguales son el mismo nimero, se tiene
que: Dividiendo miembro a miembro dos igualdades, resulta otra igualdad.
Asi, siendo {a . resulta a

c=d g
(183) 1. LEY DE MONOTONIA
Esta ley consta de tres partes:
1) Si una desigualdad (dividendo) se divide entre una igualdad (di-
visor), siempre que la division sea posible, resulta una desigualdad del
mismo sentido que la desigualdad dividendo.

8>6 12< 15 a>b
Ejemplos I 2=2 =3 e=d
' B2>6+12 12+3<15+3 a+c>b+d

4>3, 4 <5,

2) Si una igualdad (dividendo) se divide entre una desigualdad (divi-
sor), siempre que la division sea posible, resulta una desigualdad de sen-
tido contrario que la desigualdad divisor.

:
=

R O 8=8 30=230 a>b
Ejemplos I 4>2 5<6 c<d
8+-4<8+2 0+5>30+6 a+c>b+d
2<4, 6>5.

3) Si una desigualdad (dividendo) se divide entre otra desigualdad
de sentido contrario (divisor), siempre que la division sea posible, resulta
una desigualdad del mismo sentido que la desigualdad dividendo.

12>8 15< 30 a>b
I Ejemploa | 2<4 5>3 c<d
12+2>8+4 1I5+5<30+3 a+c>b+d.
6>2 3<10.
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Si se dividen miembro a miembro dos desigualdades del mismo sen-
tido, el resultado no puede anticiparse, pues puede ser una desigualdad

de ese mismo sentido o de sentido contrario o una igualdad.

20>6 12>10 15<20

Ejemplos I 4>2 4>2 3<4
0+-4>6+2 12-4<10+2 I5+-3=20+4

5>3 3<L5 5=5.

Iil. LEY DISTRIBUTIVA

Véase nuimero 181,

» EJERCICIO 53

1. ¢Cudntos valores pmede tener el cociente 15+ 57 ¢Por qué? R. 3 es el

valor Gnico, por la ley de uniformidad.
2. Aplicar la ley de uniformidad a las igualdades siguientes:
a=b 5=5 c=d
3) =3 b) x=y. 9 )

R. a) 3== b)I== o

d

2
m 0

3. Siendo a=b y p=gq, ¢qué se verifica segin la ley de uniformidad?

R b

P q

4. En un aula hay igual nimero de alumnos que en otra. Si el namero de

alumnos de cada aula se reduce a la mitad, jqué sucederd y

cudl

ley R. Queda igual nimero de alumnos en las dos, por la ley de

uniformidad.
B. Escribir lo que resulta dividiendo por 4 los dos miembros de e + b =c+d.
R_ a+vb —_‘_"'.fd
&
6. Aplicar la ley de monotonia de la divisién en:
B>5 x<y m<n
a) a=b. b) {3:3. %) {a:ﬁ.

R. a)2>3 b) i< o
7. Aplicar la ley de monotonia de la divisién en:
a=b m=n c=d
" is;-a W {3-::7. 9 im}ﬂ.
R 3) <3 BI>p 9
8. Aplicar la ley de monotonia de la divisién en:

20> 15 a<b x>y.
2 §4<5. R }3:-2. 9 {m(ﬂ.

R. a) 5>3. b);"{ﬂl <)

n
.
4

©
e

L e L
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8. Puede decir lo que resulta dividiendo a > b entre ¢ >d? Y m <n entre
3<5 R. No.

10. Juan uene doble edad que Pedro. La edad de Maria es la mitad de la
de Pedro y la de Rosa la mitad de la de Juan. ¢(Quién es mayor, Maria
o Rosa y por cudl ley? R. Rosa, por la ley de monotonia

11. Ay B tienen igual dinero. ¢Qué es mds, la tercera parte de lo que tiene A
o la mitad de lo (é:e tiene B? ¢Qué ley se aplicat R. La mitad de lo
que tiene B. Ley monotonia.

12. A tiene mds dinero que B. ;Qué es mis, la tercera parte de lo que tiene A
o la cuarta parte de lo que tiene B? jQué ley se aplica? R. La tercera
parte de lo que tiene 4. Ley de monotonia.

13. A tiene la quinta parte de lo que tiene B. C tiene la décima parte de lo
gue tiene A y D la quinta parte de lo que tiene B. ¢Quién tiene mads,

o D? ¢Qué ley se aplica? R. D, por la ley de monotonia.

14 Maria es mayor que Rosa. ¢Qué es mds, la quinta parte de la edad
de Rosa o la mitad de la edad de Maria? g., La mitad de la edad
de Maria.

15. la edad de Maria es mayor que la de Rosa. (Qué es mds, la cuarta
parte de la edad de Maria o la mitad de la edad de Rosa? R. No se sabe.

16, Jests es mds joven que yo. La edad de Ernesto es la mitad de la edad
de Jesus y la de Carlos la tercera parte de la mia. ¢(Quién es mayor,
Ernesto o Carlost R. No se sabe.

SUPRESION DE FACTORES Y DIVISORES
Estudiaremos dos casos:

1) Si un nimero se divide entre otro y el cociente se multiplica por
el divisor, se obtene el mismo ndamero.

Vamos a probar que (a + b)b =a.

En efecto: Llamando ¢ al cociente de dividir a entre b, tenemos:

a+b=c¢ (1)

y como el cociente multiplicado por el divisor tiene que dar el dividendo,
tendremos: e

y como ¢ =a -+ b, seglin se ve en (1), sustituyendo este valor de ¢ en la
igualdad anterior, queda: @+ bb=a

2) Si un nimero se multiplica por otro y el producto se divide por
este ultimo, se obtiene el mismo ndimero.

Vamos a probar que (a.b) + b =a.

En efecto: En la igualdad anterior estd expresada una division en
la que el dividendo es (a.b), el divisor b y el cociente a. Si la divisién es
legitima, es necesario que el cociente multiplicado por el divisor dé el
dividendo y en cfecto: a.b = a.b, luego queda demostrado lo que nos pro-
poniamos.
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Lo demostrado anteriormente nos permite decir que siempre que un
nimero aparezca en una expresién cualquiera como factor y divisor
puede suprimirse sin que la expresion se altere.

- (1) 56 X6=5. R
Ejemplos I (2) 8X4+4=8. R

9
1;; __x_?'_)_‘_.2_= R.
9x3
T B LI,
acn

> EJERCICIO 54

Simplificar, suprimiendo las cantidades que sean a la vez factores y divisores:

1.8+3x3. 8. 2.3.5.6+ 3.6. L R Sl
3x6

2 ac+c 7. 74+4+5+6.6. 12. 4—%;%:!{

3. 8.4.5+8.4. & 9+7.7—5+3.3 13. B::’:‘.

4. 3ab + 3a. 8. (a4 b)c+c. W 2T

B. 5bc -+ 5. 10. 5(a— b) < (a — b). 15. H.

ALTERACIONES DEL DIVIDENDO Y EL DIVISOR
EN LA DIVISION EXACTA

1) Si el dividendo se multiplica por un nimero, no variando el di-
visor, el cociente queda multiplicado por el mismo nimero.

Sea la division D+ d =¢. Decimos que

Dm+d=cm.

Esta division sera legitima si el divisor d multiplicado por el cociente
cm da el dividendo Dm y en efecto:

(En el segundo paso se ha sustituido ¢ por su igual D+d y en el
tercer paso se ha suprimido d como factor y divisor).

2) Si el dividendo se divide por un niimero, no variando el divisor,

el cociente queda dividido por el mismo nimero.
Sca la division D <+ d =c¢. Decimos que:

(D+m+d=c+m.
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Esta division sera legitima si el divisor d multiplicado por el cociente
¢+m, da el dlwdendo .D m. ‘y en eiecto.

(En el tercer Pd.SO se ha supnmldo d como factor y divisor).
3) Si el divisor se multiplica por un niimero, no variando el dividen-
do, el cociente queda dividido por dicho namero.
Sea la division D +d =¢. Decimos que
D+dm=c+m
Esta divisién serd legiuma si el divisor dm, multiplicado por el co-
ciente ¢ = m, da el divideﬂdo D. 1r en e[ﬁcm'

(En el tercer paso se han supru‘mdo [as d y lau. m que aparecen como
factor y divisor).

4) Si el divisor se divide por un nimero, no variando el dividendo,
el cociente queda multiplicado por el mismo ntmero.

Sea la division D +d =c. Decimos que

D= (d~ m)=cm.

Esta division serd legitima si el cociente em multiplicado por el divi-

sor d +m da el dividendo D. y en efecto:

(En el Gltimo paso se suprimen las dy las m que aparecen como fac-
tor y divisor).

5) Si el dividendo y el divisor se multiplican o dividen por un mis-
mo ndmero, el cociente no varia.

En efecto: Segiin se ha visto antes, al multiplicar el dividendo por
un nimero, el cociente queda multiplicado por ese niimero, pero al mul-
tiplicar el divisor por el mismo nimero el cociente queda dividido por
dicho ntimero; luego, el cociente no varia.

Del propio modo, al dividir el dividendo por un nimero, el cociente
queda dividido por dicho nimero, pero al dividir el divisor por el mismo
numero, el cociente queda multiplicado por dicho nimero; luego, el co-
ciente no varia.

Ejemplos
(1) Al dividir 3500 + 500 podemos tachar los dos ceros del dividendo y los dos
del divisor, y queda: 3555 . 500 =35+ 5=7

porque lo que hemos hecho ha sido dividir el dividendo y el divisor por el
mismo nimero 100, con lo cual, segin se acaba de probar, el cociente no
varia.
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(Z) Al dividir 1547 + 5.47 podemos suprimir los factores 4 y 7 comunes al
dividendo y al divisor, con lo cual el cociente no varig, y tenemos:

1547 +547=15+5=3.

@ALTERACIDNES DEL DIVIDENDO Y EL DIVISOR
EN LA DIVISION ENTERA

1) Si el dividendo y el divisor de una division entera se multiplican
por un mismo ntimero, el cociente no varia y el residuo queda multipli-
cado por dicho nimero.

Sea D el dividendo, d el divisor, ¢ el cociente y 7 el residuo. Ten-

dremos: Er=sgea s (1)

Multiplicando el dividendo y el divisor por m, quedard Dm y dm.
Decimos que al dividir Dm enwe dm el cociente serd el mismo de
antes ¢ y el residuo serd rm.
Esto serd cierto si en esta division el dividendo es igual al producto
del divisor por ¢l cociente mas el residuo, o sea si:

_Dm=dm.c+rm

y esta igualdad es legitima, porque multiplicando por m los dos miem-
bros de (1), se tiene: Divas (de + ¥y

osea Dm=dmec+rm \2)
luego, queda probado lo que nos proponiamos.

2) Si el dividendo y el divisor se dividen por un mismo niimero di-
visor de ambos, el cociente no varia y el residuo queda dividido por el mis-
mo numerg.

En el nimero anterior, partiendo de la igualdad (1), llegamos a la
igualdad (2); luego, reciprocamente, si partimos de (2), llegamos a (1), lo
cual prueba lo que estamos demostrando.

3 EJERCICIO 55

1. ¢Qué alteracion sulre el cociente 760 + 10 si 760 se mulu"rlica r 8; si
se divide por 42 R. Queda multiplicado por 8; queda dividido por 4.

2. ¢Qué variacion sufre el cociente 1350 + 50 si el 50 se multiplica por 7;_
si se divide por 10?7 R. Queda dividido por 7: queda multiplicado por 10.

3. ¢Que alteracion sulre el cociente 4500 <+ 9 si 4500 se multiplica por 6 y 9 se
divide por 3; si 4500 se divide por 4 y 9 se multiplica por 3?7 R. &u:da
muluplicado por 18; queda dividido por 12.

4. ¢Qué alteracion sufre el cociente 858 = 6 si 858 se multiplica por 2 y 6 se
divide por 2: si 858 se divide por 6 y 6 se multiplica por si mismo?
R. Queda multiplicado por 4: queda dividido por 36.
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¢Cudnto aumenta el cociente si se anade el divisor al dividendo, perma-
neciendo igual el divisor? R. 1

¢Quc le sucede al cociente si se resta el divisor del dividendo, permane-
ciendo gual el divisor? R, Disminuye 1.

St en la division 72 <+ 5 sumamos 8 con 72 y esta suma se divide entre 8,
dqué le sucede al cociente? R. Aumenta 1.

51 en la division 216 = 6 restamos ¢ de 216 y esta diferencia se divide por
el mismo divisor, gqué le sucede al cociente? R. Disminuye 1.

. 60+ 10=06. Liga, sin clectuar la operacion, cudl seria el cociente en los

casos siguicnies:
a) (LU x 2) < 10. c) 60+ (10 % 2), €) (60~ 5)~+ (10 +5).
b) (60 2) < 10. d) 60+ (10 +2). t) (60 x 2) = (10 x 2).
R. a)12. b)3 ¢)3. d)12. e) 6 f) 6.
Diga, sin electuar la division, s1 es cierto que:
20+-4=10+2=40+8=5+1 y por qué.
Explique por qué 9+ 3 =27+9 =81+ 27.
a +b=30. Escriba los cocientes siguientes:

b
a) 2a+b==:.. d) ﬂ+§=.,_,
b) %-:-b:.... €) 3a+3b=....
a b
€ a+3b=.... f) ?’——5:

R. a) 60. b) 15.7¢) 10. d) 90. €) 30. f) 30.

24 +a=0. Escriba los cocientes:

a

a) 48 +a=.... d) 24+€=....
a

b) B+a=.... €) 120+g=....

c) 24+2a=.... [ $+6a=....

R. a)2b. b) 2 ¢ 3 d)5b. €f 26b. f) -

%:w. Escriba los cocientes: !
a) 2’%: d) “bilf?:....
b) ;%: €) %:
c) ::Z= f) a:bﬁ:....

R. a) 120. b) 30. c) 40. d) 30. ) 1200. F) 2.
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Siendo la divisién la mis compleja de las cperaciones elementales de la Aritmética, es logico gue los mate-
maticos tuvieran que pasar muchas vicisitudes desde ol uso del rudimentario dbaco, hasta las mas modemas
representaciones de las operaciones indicadas. El empluo de la raya horizontal entre los nimeros para in-
dicar la divisién, se debe a Leonardo de Pisa (Fibonaci, hijo de Bonaci), que la tomé de los textos drabes.

‘OPERACIONES INDICADAS. DE DIVISION CAPITULO xm

I. PRACTICA

@OPERACIONES INDICADAS DE DIVISION O MULTIPLICACION
EN QUE NO HAY SIGNOS DE AGRUPACION

Deben cfectuarse en este orden: Primero, los cocientes y productos
indicados, y luego las sumas o restas.

(1) Efectuor 6+3+4+4.
E]emplos Efectuamos primerc los cocientes 6 +3=2 y 4 +-4=1,
Y tenemos  £--3+4+4=2+1=3. R

{2) Efectuar 5X 4+-24+9+3—8+2X3.
5X4+249+3—-8B+2X%3
=10+3-12=1. R.

> EJERCICIO 56

Efectuar:

1. 8+6+3. R. 10. g. 6+2+8<4. R. 5
2. 15-+5-2. R. 1 g 6+8+2—-3x3+4. R. 5.
3. 12+4x3+5. R. 14 10. 90—4x6+3x5—9+3. R. 38.
4. 12+3x4+2x86. R. 48 11. 3X6+-2+10+5x3. R. 15.
5, OX6+2x4+-2XT. R. 210. 12. 50+5—16+2+12+6. R. 4.
6. 10+2+8+4-21+7. R. 4. 13. 3+4x5—-5+4x2. R. 26.
7. 15+6-3—4+2+4. R. 19. 14. BX5+4—3x2+6+3. R. 40.

128
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15. T2+8+3—4x2+4+6. R. 16.
16. B0+15+5x3—9+3xX4+6x4+6. R. 51.
17. 4x5—3x2+10+5—4+2. R. 14.
18. 10+5+4—16=8—2+4+4—1. R 2
19. 6X5x4+-20+20+-5+4. R N
20. 6X5+4—8B-4x2x3—5+16+4-3. R. 18.
21 945—4+3—8B+bx3—20+4x3. R. &
22. 40+5%54+6+2x3+4—5x2+10. R. 52.
OPERACIOHES INDICADAS DE DIVISION EN QUE HAY

SIGNOS DE AGRUPACION

Deben efectuarse en este orden: Primero, las operaciones encerradas
en los paréntesis y luego las operaciones que queden indicadas, como en
el caso anterior.

(1) Efectvar |54+ 4)+3+(B—4)+2
Ejemplﬁl Efectvomos primero los paréntesis, y tenemos:
(5+4)+3+(8—4)+2=9+3+4+2=3+2=5 R
(2) Eectuar (30—10)=(7 —2)+ (9 —4) =5+ 3.
(30—10)+(7—2)+(9—4)=5+3
=20+5+5+54+3=44+1+3=8. R

# EJERCICIO 57

Efectuar:
1. (15420)+5. Re %
2. (30—24)+6. R. 1
3. (9+7-2+4)+9. R 2
4  (5x6x3)+15. R. 6.
. (3+2)+5+(8+10)+2. R. 10.
6. (5—2)=3+(11-5)+2. R. 4.
7. (9+6—3)+4+(8—2)+3—(6—-3)+2. R. 4.
8. (3x2)+=6+(19—-1)+(5+4)- R. 3.
8. (6+2)+(11-7)+5+(6—1). R &
10. 150+(25%2)+32-+(8X2). . B
11. 200+(8—6) (5—3)- R. 200.
12.  (9—6)=-34+(15—3)=(T—3)+(9+3)- R 1T
13. 8+=2x54(9-1)+8-3. R. 18.
14. 500—(31—6)+5—3+(4—1). R. 494.
16. (5x4x3)+(15—3)+18+(11-5)3. R. 14.
16. (30—20)+2+(6x9)+3+(40—25)=(9—6). R. 20.
17. H+4:2x3—4+(2x2). R. 13.
18. (15—2)4+3(6+3)—18+(10—-1). R. 56.
19. 300+[(15—6)+3+(18—3)+5] R. 50.
20. 9[15=(6—1)—(9—3)+2]. R 0.
21, [15+(8—3)5]+[(8—2)+2+7]. R. 4
22. (943)5—2+(3—2)+8x6+4=2+5 R. 69.
23.  [(9—4)+5+(10—2)+4]+9x6-=+18+2. R. &
24. 500—{(6—1)8+4x3+16-+(10—2)}—5. R. 463.

5 Aritmélica
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Ii. TEORIA

Estudiamos a continuacién el modo de efectuar las operaciones indica-
das de division sin efectuar las operaciones encerradas en los paréntesis, mé-
todo que es indispensable cuando las cantidades se representan por letras.

LEY DISTRIBUTIVA DE LA DIVISION

COCIENTE DE UNA SUMA ENTRE UN NUMERO
Para dividir una suma indicada por un nimero, se divide cada su-
mando por este niimero y se suman los cocientes parciales.

‘ Ejemplos

(1) Efectuvar [9+ &)+ 3.
Decimos que (9+6)+3=9+3+6+3=3+2=5 R.
En efecto: 9+3+ 6+ 3 sera el cociente buscado si multiplicado por el
divisor 3 reproduce el dividendo (9+ é) y en efecto, por lo ley distributiva
de lo multiplicacién, tenemos:
(9+34+6+3)3=(9+3)3+(6+3)3=9+6.
porque 3 como factor y divisor se suprime,

(Z) Efectvar [15+ 20+ 30) +5.
(154+204+30)+5=15+5+20 +5+30+5=3+4+6=13. R
En general:

(a+b+cl+m=a+m+b+m+c+m
La propiedad explicada en los ejemplos onteriores constituye lo ley distributiva
de la division respecto de la suma.

COCIENT! DE UNA RESTA ENTRE UN NUMERO
Para dividir una resta indicada entre un nimero se dividen el mi-
nuendo y el sustraendo por este nimero y se restan los cocientes parciales.

| Ejemplos l

(1) Efectuar (20—15)+5.
(20—15)+5=20+5—15+5=4—3=1). R
En efecto: 20 +5—15+ 5 serd el cociente buscade si multiplicade por el
diviser 5 se reproduce el dividendo (20 —15) y en efeclo, por la ley distri-
butiva de la multiplicacién, tenemos:
(20+5—15+5)5=(20+5)5—{15+5)5=20—15
porque 5 como factor y divisor se suprime.
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(2) Efectuar (35—28)1+7.
(35—28)+7=35+7—B+7=5—4=1. R
En general: le—b)+m=a+m—b+m

La propiedad explicoda en los ejemplos anteriores constituye lo ley distribu-
tiva de la divisién respecta de la resta.

@ COCIENTE DE UNA SUMA ALGEBRAICA
ENTRE UN NUMERO

Como sc ha probado que la divisién es distributiva respecto de la
suma y de la resta, tendremos que:

Para dividir una suma algebraica por un ntimero se divide cada
término por dicho nimero, poniendo delante de cada cociente parcial el
signo + si el término que se divide es positivo y el signo — si es negativo.

Ejemplos I

(1) Electuor (15— 10+ 20) =+ 5.
15—10+20)+5=15+5—-10+5+20+5=3—-2+4=5. R
En general:  ([a—b4c—d)+m=e+m—b+m+tc+tm—d+m

» EJERCICIO 58

Efectuar:

1. (946)+3- R. 5 8. (16—12—2+10)+2. R. 6.

2. (18—12)~6. R. 1 9. (a+b)+m. R. a+m+b+m.

3. (12—8+4)+2. R. 4 10. (c=d)<+n. R. cin—d-+n.

4. (18415+30)=3. R. 21 11. (2a—4b)+2. R. a—2b.

B. (54—30)=-4. R. 6 12. (x—y+z)+3. R. x+3—y+3+z+8.
6. (15—9+6—3)+3. R. 3 13. (6a—10b+156¢)+5. R. a—2b+3c.

7. (32—16—8)=8. R. 1 14. (6—a—c)+3. R. 2—a+3—c+3.

CDCIENTE DE UN PRODUCTO ENTRE UN NUMERO
Para dividir un producto indicado entre un mimero se divide uno
solo de los factores del producto por dicho mimero.

Ejemplos I

(1) Efectuar (6% 5)+ 2.

Dividimos solomente el foctor 6 entre 2 y tenemos:
(6X5)+2=(6+2)5=3%x5=15. R

En efecto: (6+2)5 serd el cociente buscodo si multiplicade por el divi-
sor 2 do el dividendo 6% 5 y como (164) para multiplicar un preducto
indicodo por un nimerv basta multiplicar uno de sus foctores por dicho
nimero, tendremos: (6+2)5X2=(6+2X2)X5=6X5
porque 2 como factor y divisor se suprime.




132 @ ARITMETICA

(2) Electuar (17 X 16 X 5) + 8.
(17X 16X5)+8=17X[16+B)X5=17X2X5=170. R.
En general: (abec) + m = |a+ m)be.

COCIEHTE DE UN PRODUCTO ENTRE UNO
DE SUS FACTORES

Para dividir un producto entre uno de sus factores basta suprimir
ese factor en el producto.

Ejemplos I

(1) Efectuar (7 x B} = 8.
(7 xB)+B=7, porque 8 como factor y divisor se suprime.
(2) Efeclvar (5X 4 X 3} +4.
(5%4x3)+4=5x3=15 R
En genercl: . {abc)+b=gc. R

-

{abed) + (ad)=be. R

2 EJERCICIO 59

Efectuar, aplicando las reglas anteriores:

1. (9x4)+2. R. 18.

2. (abc)+3. R. (a+3)bc.
3. (5%6)+5. R. 6.

4. (mnp)+n. R. mp.

5. (6x9x8)+3. R. 120.

6. (7x6x5)+6. R. 35.

7. (4XTx25x2)+25. R. 56.

8. (3X5X8x4)+(3x8). R. 20.

8. (5ax6b)+5a. R. 6b.

10. 6xy<3x. R. 2y.

11 (5%4+8Xx2)+2. R. 13.

12. (8x3—5x3)+3. R. 3.

13. (ab+bec—bd)+b. R. atc—d.

14. (BxX6—Tx4+5x8)+2. R. 30.

16. (3x—6y—9z)=3. R. x—2y—3z
16. (2ab+4ac—6ad)+2a. R. b42c—3d.



A partir de los trabajos de interpratacién de la escrifura cuneiforme en 1829 por O. Neugebauer, se ha puesto
de relieve la contribucidén babilénica al progreso de las matemiticas. En las tablillas y puestas en lenguas
modernas, y que datan de 2000-1200 A. C,, aparecen infinidad de problamas resusltos de modo ingenioso.

Estos problemas tuvieron su origen en la activa vida comercial del pusblo babilénico.

PROBLEMAS TIPOS SOBRE CAPITULO xw
NUMEROS ENTEROS

|95‘\’. PROBLEMA es una cuestion prictica en la que hay que determinar
aertas canudades desconocidas llamadas incégnitas, conociendo sus re-
laciones con cantidades conocidas llamadas datos del problema.

RESOLUCION

Resolver un problema es realizar las operaciones necesarias para hallar
el valor de la incégnita o incHgnitas.

COMPROBACION

Comprobar un problema es cerciorarse de que los valores que se han

hallado para las incognitas, al resolver el problema, satisfacen las condi-
ciones del mismo.

@La suma de dos niimeros es 124 y su diferencia 22. Hallar los nimeros.
Hemos visto (128) que la suma de dos nimeros mds su diferencia es
igual al duplo del mayor, luego:
124 4 22 = 146 = duplo del niimero mayor.
Entonces: 146 +—~2=173 serd el nimero mayor.

Como la suma de los dos numeros es 124, siendo el mayor 73, el
menor sera 124 —73=51. 73 y 51. R.

133
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COMPROBACION
Consiste en ver si los dos niimeros hallados, 73 y 51, cumplen las

condiciones del problema, de que su suma sea 124 y su diferencia 22, y

en efecto:

73 4 51 = 124
78—51= 22

luego el problema estd bien resuelto.

Otro modo de resolver este problema. Como (128) la suma de dos

nameros menos su diferencia es igual al duplo del menor, tendremos:

t.-

L

I

10.

11.

124 — 22 = 102 = duplo del nimero menor,
luego 102+2 =51 = namero menor.
El mayor serd: 124 — 51 =173.

EJERCICIO 60

La suma de dos niimeros es 1250 y su diferencia 750. Hallar los nimeros.
R. 1000 y 250.

La suma de dos nimeros es 45678 y su diferencia 9856. Hallar los nu-
meros. R. 27767.y 17911.

El triplo de la suma de dos nimeros es 1350 y el duplo de su diferencia
es 700. Hallar los numeros. R. 400 y 50.

La mitad de la suma de dos nimeros es 850 y el cuidruplo de su diferen-
cia 600. Hallar los nameros. R. 925y 775.

Un muchacho tiene 32 bolas entre las dos manos y en la derecha
tiene 6 mds que en la izquierda. iCudntas bolas tiene en cada mano.
R. 19 en la derecha; 13 en la izquierda.

Una pecera con sus peces vale 260 bolivares, y la pecera vale 20 bo-
livares mds que los peces. ¢Cuanto vale la pecera y cudnto los peces?
R. Pecera, bs. 140; peces, bs. 120.

Un hotel de dos pisos tiene 48 habitaciones, y en el segundo piso hay
6 habitaciones mas que en el primero. ¢Cuintas hay en cada piso?
R. 19, 21, 29, 27.

La suma de dos nimeros excede en 3 unidades a 97 y su diferencia excede
en 7 a 53. Hallar los nimeros. R. B0 y 20.

Una botella y su tapén valen 80 cts,, y la botella vale 70 cts. mds que el
tapén. ¢Cudnto vale la botella y cudnto vale el tapén? R. Botella,
75 cts,; tapon, 5 cts.

La edad de un padre y la de su hijo suman 90 anos. Si el hijo naci6é
cuando el padre tenia 36 afios, ¢cudles son las edades actuales? R. 63 y 27.
8534 excede en 1400 a la suma de dos nimeros y en 8532 a su diferencia.
Hallar los dos nimeros. R. 3568 y 3566.

Cuando Rosa naci$, Maria tenia 30 anocs. Ambas edades suman hoy 28
anos mas que la edad de Elsa, que tiene 50 afios. (Qué edad tiene Matilde,
que nacié cuando Rosa tenia 11 afos? R. 13 anos.
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g(:uil es el nimero que sumado con su duplo da 457
45 es el nimero que se busca mds dos veces dicho niimero, o sea, el
triplo del nimero buscado; luego, el nimero buscado serd 45 +3 =15. R.

COMPROBACION
Sumando 15 con su duplo 15 x 2 = 30, tenemos:
15 + 30 = 45;
luego, se cumplen las condiciones del problema.

 EJERCICIO 61

1. (Cuil es el nimero que sumado con su duplo da 2617 R. 87.
2. ¢Cudl es el nimero que sumado con su l:riplo da 384¢ R. 96.

3. 638 excede en 14 unidades a la suma de un mimero con su quintuplo.
¢Cudl es ese namero? R. 104.

4. La edad de Claudio es el cuddruplo de la de Alfredo, y si ambas edades
s¢ suman y a esta suma se anade 17 anos, el resultado es 42 anos. Hallar
las edades. R. Alfredo 5 anos, Claudio 20.

l.a suma de dos niimeros es 102, y su cociente, 5. Hallar los nimeros.

Cuando se divide la suma de dos niimeros entre su cociente aumen-
tado en 1, se obtiene el menor de los dos nimeros, luego:

102 = (5 + 1) =102 + 6 = 17 = nimero menor.
El mayor serd: 102 — 17 = 85. 85 y 17. R.

COMFROBACION
Consiste en ver si 85 y 17 cumplen las condiciones del problema, y en
eherp: 85 + 17 = 102

85 =+ 17 = 5.
# EJERCICIO 62

1. La suma de dos nimeros es 450 y su cociente 8. Hallar los nimeros.
R. 400 y 50.

2. La suma de dos niameros es 3768 y su cociente 11. Hallar los nimeros.
R. 3454 y 314.

8. El duplo de la suma de dos nimeros es 100 y el cuddruplo gde su co-
ciente 36. Hallar los nimeros. R. 45 y 6.

4. 800 excede en 60 unidades a la suma de dos nimeros y en 727 a su
cociente. Hallar los nimeros. R. 730 y 10.

6. La edad de A es 4 veces la de B y ambas edades suman 45 afios. ¢Qué
edad tiene cada uno? R. A, 36 anos; B, 9 anos.

6. Entre Ay B uenen $12816, y B tiene la tercera parte de lo que tiene A.

¢Cuidnto tiene cada uno? R. A, $9612; B, $3204.
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200) La diferencia de dos niimeros es 8888, y su cociente, 8. Hallar los
numeros.
Cuando se divide la diferencia de dos niimeros entre su cociente dis-
minuido en 1, se obtiene el nimero menor, luego:

8888 =+ (9 — 1) = 8888 + 8 = 1111 = nimero menor.
El niimero menor es 1111 y como la diferencia de los dos niimeros es
8888, el niimero mayor se hallard sumando el menor con la diferencia de

ambos, uego: 1111 + 8888 = 9999 = niimero mayor.
9999 y 1111. R.
COMPROBACION
Los numeros hallados, 9999 y 1111, cumplen las condiciones del pro-

blema, porque: 9999 — 1111 = 8888
9999 : 1111 =09.
» EJERCICIO 63

. La diferencia de dos nimeros es 150 y su cociente 4. Hallar los nameros.
R. 200 y 50.

2. El cociente de dos nameros es 12 y su diferencia 8965. Hallar los ni-
meros. R. 9780 y 815.

. La mitad de la diferencia de dos nimeros es 60 y el duplo de su cociente

es 10. Hallar los numeros. R. 150 y 30.

La diferencia de dos nimeros excede en 15 a 125 y su cociente es tres

unidades menor que 11. Hallar Jlos nimeros. R. 160 y 20.

B. 2000 excede en 788 a la diferencia de dos niimeros y en 1995 a su cociente.
Hallar los ndmeros. R. 1515 y 303.

6. Hoy la edad de A es cuatro veces la de B, y cuando B nacié A tenia

12 anos. Hallar ambas edades actuales. R. 16 y 4.

B

= g

@ Dos correos salen de dos ciudades, A y B, distantes entre si 160 Kms,,
a las 7 a. m., y van uno hacia el otro. El que sale de A va a 8 Kms.
por hora y el que sale de B va a 7 Kms. por hora. ¢A qué hora se
encontrarin y a qué distancia de A y de B?
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El que sale de 4 anda 8 Kms. /h. (figura 28) y el de B anda 7 Kms. /h.,
luego en una hora se acercan 8 + 7= 15 Kms. y como la distancia que se-
para A de B es de 150 Kms., se encontrardn al cabo de 150 Kms. + 15
Kms. = 10 horas.

Habiendo salido a las 7 a. m., se encontrardn a las 5 p. m. R.

En las 10 horas que se ha estado moviendo el moévil que salié de 4
ha recorrido 8 Kms. X 10 =80 Kms.; luego, el punto de encuentro dista
de A 80 Kms. y de B distard 150 Kms. — 80 Kms. =70 Kms. R.
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COMPROBACION

El que salié de B, en las 10 horas que ha estado andando para encon-
trar al de A, ha recorrido 10 x 7 Kms. = 70 Kms., que es la distancia del
punto de encuentro al punto B.

@ Do sotin e de. don:cludailes, & 5.5 altuadar widli)! Bome da
distancia, y van uno hacia el otro. El de A sale a las 6 a.m. a
100 Kms./h. y el de B sale a las 8 a.m. y va a 650 Kms./h. (A qué
hora se encontrarin y a qué distancia de los puntos A y B?

el UV Hn A,

A . A

‘ FIGURA 29 C 000K T 400K
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El que sale de A (figura 29), de 6 a 8 de la mafiana recorre 2 x 100
Kms. =200 Kms.; luego a las 8 a. m., cuando sale el de B, la distancia que
los separa es de 1400 Kms. — 200 Kms. = 1200 Kms.

A partir de las 5 a. m., en cada hora se acercan 100 Kms. + 50
Kms. =150 Kms.; luego, para encontrarse, necesitaran 1200 Kms. -+ 150
Kms. = 8 horas, a partir de las 8.a. m.; luego, se encontraran a las 4+ p. m. R.

El que salio de 4 ha estado andando desde las 6 a. m. hasta las 4 p. m.,
o sea, 10 horas, a razon de 100 Kms. por hora, para encontrar al otro; lue-
go, ha recorrido 10 x 100 Kms. = 1000 Kms.; luego, el punto de encuen-
tro E dista 1000 Kms. de A y 1400 — 1000 = 400 Kms. de B. R.

COMPROBACION

De 8Ba. m.a 4 p. m, o sea en 8 horas, el que sali6 de B ha recorrido
8 x 50 Kms. = 400 Kms., que es la distancia hallada del punto de encuen-
tro al punto B.

» EJERCICIO 64

1. Dos autos salen de dos ciudades A y B distantes enwe si 840 Kms. y van
al encuentro. El de A va a 50 Kms.[/h. y el de B a 70 Kms./h. 5i salieron
a las 6 a. m., ¢a quc hora se encontrarin y a qué distancia de A y de B?
R. Alal p.m;a35u Kms. de A y 490 kms. de B.

2. Dos moviles salen de dos puntos A y B que distan 236 Kms. y van al
encuentro. Si el de A sale a las 5 a.mn. a 9 Kms./h. y el de B a las 9 a. m.
a 11 Kms./h, ¢a qué hora se encontrarin y a qué distancia de A y de B?
R. Alas 7T pm,; a 126 Kms. de A y 110 Kms. de B.

8. Un auto sale de Sta. Clara hacia la Habana a las 6 a.m. a 30 Kms./h.
y otro de la Habana hacia Sta. Clara a las 6} a.m a 20 Kms./h. (A
que distancia se hallarin a las 9 a.m. sabiendo que entre Sta. Clara
y la Habana hay 300 Kms? R. A 160 Kms.

4. A las 6 a.m. sale un auto de A a 60 Kms./h. y va al encuentro de otro
(jue sale de B a 80 Kms./h, a la misma hora. Sabiendo que se encuentran
a las 11 a.m., ¢cudl es la distancia entre A y B?  R. 700 Kms.
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B. Dos autos salen de dos puntos C y D distantes entre si 360 Kms. a las
8 a.m. y a las 12 del dia se encuentran en un punto que dista 240 Kms.
de D. Hallar las velocidades de ambos autos. R. El C a 30 Kms./h.,
el de D a 60 Kms./h.

8. Dos autos salen a la misma hora de dos ciudades A y B distantes 320
Kms. y van al encuentro. Se encuentran a la 1 p.m. en un punto que
dista 120 Kms. de A. ¢A qué hora salieron sabiendo que el de A iba a
30 Kms./h. y el de B a 50 Kms./h. R. 9 a.m.

7. Dos mdviles parten de M y N distantes entre si 99 Kms. y van al en-
cuentro. El MsalcalasﬁamaBKms,’hydchalasgam
a 3 Kms./h. Sabiendo que el de M descansa de 12 a 3 p-m. y a las
3 emprende de nuevo su marcha a la misma velocidad anterior, ja qué
hora se encontrard con el de N que no varié su velocidad desde que
salid i qué distancia de M y N?° R. A las 8 p.m.; a 66 Kms. de M
y 33 Kms. de N.

@ Dos autos salen a las 9 a.m. de dos puntos, A y B (B estd al este
de A), distantes entre si 60 Kms.. y van ambos hacia el este. El de A
va a 26 Kms./h. y el de B a 15 Kms./h. ;A qué hora se encontra-
ran y a qué distancia de A y B?

B, A
A | k
fam P— 'tl‘+ __l_l [ FIGURA 30
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Mientras el de B (figura 30) recorre 15 Kms. hacia el este en 1 hora,
el de A recorre 25 Kms. en el mismo sentido en 1 hora; luego, el de 4
se acerca al de B 25— 15 =10 Kms. en cada hora; luego, para alcanzarlo
tendrd que andar durante 60 Kms. +10 Kms. = 6 horas, y como salieron
a las 9 a. m. lo alcanzard a las 3 p. m. R.

El de 4 ha andado 6 horas a razén de 25 Kms. en cada hora parg al-
canzar al de B; luego, el punto de encuentro estd a 25 Kms. X 6 =150 Kms.
de A y a 150 Kms. — 60 Kms. =90 Kms. de B. R.

COMFPROBACION
El que salio de B en 6 horas ha recorrido 15 Kms. X 6 =90 Kms., que
es la distancia hallada del punto de encuentro al punto B.

Un auto sale de A a las 7 a.m., a 60 Kms./h., hacia el este, y a las
9 a.m. sale de B, situado a 30 Kms. al oeste de A, otro auto a
80 Kms./h. para alcanzarlo. ¢A qué hora lo alcanzard y a qué dis-
tancia de A y de B?

Somp _6OKmA
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El de A (figura 31) salié a las 7 a. m. a 60 Kms./h.; luego, de 7 a
9 a. m. ha recorrido 2 x 60 Kms. =120 Kms., asi que a las 9 a. m. la ven-
taja que le lleva al que sale de B es de 30 Kms. +120 Kms. =150 Kms.

A partir de las 9 a. m. el de B se acerca al de 4 a razon de 90 — 60 = 30
Kms. en cada hora; luego, lo alcanzard al cabo de 150 Kms. + 30 Kms. =5
horas, después de las 9 a. m., o sea, a las 2 p. m. R.

En 5 horas el auto que sali6 de B ha recorrido 5 x 90 Kms. = 450 Kms.;
luego, el punto de encuentro £ se halla a 450 Kms. a la derecha de B y
a 450 — 30 = 420 Kms. a la derecha de 4. R.

COMPROBACION

De 7 a. m. a 2 p. m. hay 7 horas, y en esas 7 horas el que sali6 de 4
ha recorrido 7 x 60 Kms. = 420 Kms., que es la distancia hallada antes de
A al punto de encuentro.

» EJERCICIO &5

1. Un corredor da a otro una ventaja de 10 ms. Si la velocidad del que tiene
ventaja es de 6 ms. por seg. y la del otro 8 ms. por seg., ¢en cudnto tiempo
alcanzard éste al primero? R. 5 seg.

2. Un auto que va a 40 Kms /h. lleva una vcmaja de 75 Kms. a otro

ue va a 65 Kms./h. jEn cuinto tiempo alcanzara éste al primero?
. 3 horas.

3. Dos correos salen de dos ciudades M y N (N estd al ocste de M) distantes
entre si 8 Kms. y van ambos hacia ¢l este. El de M sale a las ¢ a. m.
L)anda 1 Km./h. y el de N sale a las 8 a.m. y anda 3 Kms./h. A qué

ra se encontrarin y a qué distancia de My N? R. 1 p.m,; a 7 Kms.
de M y 15 Kms. de N.

4. Un auto salié de Valenaia hacia Maracaibo a las 9 a.m. a 40 Kms./h.
¢A qué hora lo alcanzard otro auto que salié de Caracas a las 12 del dia
a ) Kms./h., sabiendo que la distancia enuc Caracas y Valencia es de
160 Kms. y a qué distancia de Caracas y Valencia? R. A las 7 p.m.
a 560 Kms. de Caracas y a 400 Kms. de Valencia.

B. Un auto sale de Ibagué hacia Cali a las 4 p.m. a 50 Kimns./h. jA qué
hora lo alcanzard otro auto que sale de Bogota a las 2 p.m, a 75 Kms. /h.
siendo la distancia entre Bogoti e Ibagué de 225 Kms.? R. A las 7 p.m.

8. Un auto sale de Imperial hacia Lima a las 5 2. m. a 50 Kms./h. y otro de
Lima hacia Trujillo a las 7 a.m. a 80 Kms./h. (A ltlé distancia se halla-
rin a las 10 a.m. sabiendo gyue de Imperial a Lima hay 175 Kms.?
R. 165 Kms,

7. Un auto sale de A hacia la derecha a 90 Kms./h. a las 12 del dia y en
el mismo instante otro sale de B hacia la derecha a 75 Kms./h (B esti
a la derecha de A). El de A alcanza al de B a las 7 p.m. ¢Cudl es la
distancia entre A y Br R. 105 Kms.

8. Un auto sale de Caracas hacia San Juan de los Morros a las 8 a.m. a
35 Kms. /h. (Distancia entre Caracas y San Juan de los Morros, 140 Kms.).
¢A qué hora salio otro auto que iba a 70 Kms./h. si llegaron al mismo
uempo a San Juan de los Morres? R. 10 a.m,
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8. Dos autos salen de dos ciudades A y B distantes entre si 100 Kms., ambos
hacia el este. (B estd nis al este que A). El de B sale a las 6 a.m. a
60 Kms. por hora y el de A a las 8 a.m. a 80 Kms./h. ¢A qué hora se
encontrarin sabiendo que se han detenido, el que salié de B de 12 a 1
y €l que salio de A :.'c 12 a 2 para almorzar, reanudando después su
marcha 4 las mismas velocidades anteriores? R. 12 p.m.

Un hacendado lleva al Banco tres bolsas con dinero. La 1* y la 22
juntas tienen $350; la 2¢ y la 3? juntas, $300, y la 1? y la 3? juntas,
$250. ¢Cuédnto tiene cada bolsa?

12 bolsa + 2¢ bolsa = $350
2% bolsa + 32 bolsa = $300
14 bolsa + 3?7 bolsa = $250

Suma: $900

La suma $900 contienc dos veces lo de la primera bolsa, mas dos veces
lo de la segunda, mds dos veces lo de la tercera, luego la mitad de la suma
$000 + 2 = $450 = 12 bolsa + 2* bolsa + 32 bolsa.

Si las tres juntas tienen $450, y la 1* y la 2%, $350, la tercera tendra
$450 — $350 = $100.

La segunda tendra $300 — $100 = $200.

La primera tendra $350 — $200 = $150.

13, $150; 24, $200; 33, §100. R.

COMPROBACION
La 1? y la 2 bolsa tendrdn $150 + $200 = $350.
La 2% y la 3% bolsa »  $200 + $100 = $300.
La 1* y la 3% bolsa % $150 + $100 = $250.
Luego, los valores hallados para las incOgnitas satisfacen las condiciones
del problema.

» EJERCICIO 66

1. En un colegio hay tres aulas. La 1? y la 2% juntas tienen 85 alumnos;
la 2¢ y la 3%, 75 alumnos; la 1? y la 3%, 50 alumnos. ¢Cuintos alumnos
hay en cada clasee R. 13, 45; 22, 40; 3%, 35.

2. La edad de Pedro y la de _luan suman 9 anos; la de Juan y la de Enrique,
13 anos y la de Pedro y la de Enrique, 12 anos. Hallar las tres edades.
R. Pedro, 4 anos; Juan, 5; Enrique, 8.

3. Un saco y un pantalon valen 75 bolivares; el pantalon y su chaleco, 51
bolivares y el saco y el chaleco, 66 bolivares. ;Cuinto vale cada pieza?
R. Saco, bs. 45; pantalon, bs. 30; chaleco, bs. 21.

4. Un hacendado lleva al banco tres bolsas que contienen dinero. El duplo
de lo que contienen la 17 y la 22 bolsa es 14000 bolivares; el triplo de lo
que conticnen la 1 y la 3* es 24000 bolivares y la mitad de lo que con-
ticnen la 2% y la 3 es 4500 bolivares. (Cwinto contiene cada bolsa?
R. 12, bs. :3000; 22, bs. 4000; 32, bs. 5000.
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@ Multiplico un nimero por 6 y anado 16 al producto; resto 40 de esta
suma y la diferencia la divido por 25, obteniendo como cociente 71.
¢Cudl es el nimero?

Esta clase de problemas se comienza por el fin y se van haciendo ope-
raciones inversas a las indicadas en el problema.
El resultado final es 71.  Este 71 proviene de dividir entre 25, luego

multiplicamos por 25: 71 % 95 = 1775.

A este resultado, 1775, le sumamos 40:

1775 + 40 = 1815.

A 1815 se le resta 15:
1815 — 15 = 1800

y finalmente, 1800 se divide entre G:
1800 + 6 =:300. R.

COMPROBACION

Consiste en ver si multiplicando 300 por 6, afadiendo 15 a este pro-
ducto, restando 40 de esta suma y dividiendo la dilerencia por 25, se ob-
uene como cociente 71, y en efecto:

300 x 6 = 1800
1800 + 15 = 1815
18156 — 40 = 1775
1770 =26 =1T1

luego, 300 satisface las condiciones del problema.

» EJERCICIO 67

1. Si a un numero anado 23, resto 41 de esta suma y la diferencia la mul-
uplico por 2, obtengo 132. ¢Cuil es ¢l nimero? R. 84.

2. Cuil e el nimero que multiplicado por 5, anadiéndole § a este pro-
ducto y dividiendo ¢sta suma entre 2 se obuiene 237 R. 8.

3. ¢Cual es ¢l numero que sumado con 14, multiplicando esta suma por 11,
dividiendo el producio que resulia enwe 44 y restando 31 de este cociente,
s¢ obucne 14747 R. 6006.

4. Tenia acnta cantuidad de dinero. Pagué una deuda de 86 colones; enton-
ces teabn una canudad igual a la que me quedaba y después presté
20 wolones a un amigo. 5Si ahora tengo 232 colones, Jcuinto tenia al
principio? R, 212 colones.

B. El lunes perdi 40 colones; el martes gané 125 colones; el miércoles gane
el doble de lo que tenia ¢l martes, y el jueves, después de perder la mitad
de lo que tenia, me qlucdan 460 colones. ¢Cuinto tenia antes de empezar
a jugar? R, 225 colones.
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Un depdosito se puede llenar por dos llaves. Una vierte 1560 litros en

5 minutos y la otra 180 litros en 8 minutos. ¢(Cuanto tiempo tardara

en llenarse el depdsito, estando vacio y cerrado el desagiie, si se abren

a un tiempo las dos llaves, sabiendo que su capacidad es de 550 litros?

La 12 llave vierte 150 litros en 5 minutos; luego, en un minuto vier-
te 150 + 5 = 30 litros.

La 22 llave vierte 180 litros en 9 minutos; luego, en un minuto vier-
te 180 +~ 9 =20 litros.

Las dos llaves juntas vierten en un minuto 30 + 20 = 50 litros.

Como la capacidad del depésito es de 550 litros, tardardn en llenarlo
550 + 50 = 11 minutos. R.

COMPROBACION

La 12 llave, en 11 minutos, vierte 11 X 30 = 330 litros.

La 22 llave, en 11 minutos, vierte 11 x 20 = 220 litros.

Las dos llaves juntas, en 11 minutos, echardn 330 + 220 = 550 litros,
que es la capacidad del deposito.

Un estanque tiene dos llaves, una de las cuales vierte 117 litros en
9 minutos y la otra 112 litros en 8 minutos, y un desagiie por el que
salen 42 litros en 6 minutos. El estanque contenia 500 litros de agua
y abriendo las dos llaves y el desagiie al mismo tiempo se acabé de
llenar en 48 minutos. ¢Cuil es la capacidad del estanque?

La 12 llave vierte 117 + 9 =13 litros por minuto.

La 22 llave vierte 112 + 8 = 14 litros por minuto.

Las dos llaves juntas vierten 13 + 14 = 27 litros por minuto.

Por el desagiie salen 42 + 6 =7 litros por minuto.

Si en un minuto las dos llaves echan 27 litros y salen 7 litros por el
desagiie, quedan en el estanque 20 litros en cada minuto; luego, en 48 mi-
nutos, que es el tiempo que tarda en acabar de llenarse el estanque, se
han quedado 20 x 48 = 960 litros, y como éste tenia ya 500 litros, la capa-
cidad del estanque es 500 + 960 = 1460 litros. R.

COMPROBACION

La capacidad total hallada es 1460 litros. Quitando los 500 litros que
ya habia en el estanque, quedan 1460 — 500 = 960 litros de capacidad. Es-
tos 960 litros se llenan en 960 <+ 20 = 48 minutos.

> EJERCICIO 68

1 Un estanque cuya capacidad es de 300 litros estd vacio y cerrado su
desague. ¢En cuinto tiempo sc llenard si abrimos al mismo tiempo tres
llaves que vierten, la 13, 3¢ litros en 3 minutos; la 2%, 48 litros en 6
minutos y la 33, 15 litros en 3 minutos? R. 12 min.
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Un lavabo tiene una llave que vierte 24 litros en 4 minutos y un desagiie
por el que salen 32 litros en 16 minutos. Si estando vacio el lavabo y
abierto el desaguie se abre la llave, ¢en cudnto tiempo se llenard el lavabo
si su capacidad es de 84 liros? R. 21 min.

Si a un estanque de 430 litros de capacidad que estd lleno se le abre el
desagiie, se vacia en ] hora. Si estando vacio y cerrado el desagiie, se
abre su llave de agua, se llena en 40 minutos. ¢En cuinto tiempo se
llenari, si estando vacio y abierto el desagiie, se abre la llave? R. 2h.

Un estanque se puede llenar por dos llaves, una de las cuales vierte
200 litros en 5 minutos y la otra 150 litros en 6 minutos. El estanque
tiene un desagiie por el que salen 8 litros en 4 minutos. ¢En cudnto
tiempo se llenara el estanque, si estando vacio, se abren al mismo tiempo
las Jﬁ: llaves y el desagiie, sabiendo que su capacidad es de 441 litros?
R. 7 min.

Un estanque tiene tres grifos que vierten: el 19, 50 litros en 5 minutos;
el 29, 91 litros en 7 minutos y el 39 108 litros en 12 minutos, y dos
desagiies por los que salen 40 litros en 5 minutos y 60 litros en § minu-
tos, respectivamente. Si estando vacio el estanque y abiertos los desagiies,
se abren las tres llaves al mismo tiempo, necesita 40 minutos para llenarse.
¢Cuil es su capacidad? R. 560 L

Un depésito cuya capacidad es de 53227 litros tiene dos llaves que vierten,
una 654 Is. en 3 minutos y la otra 1260 Is. en 4 minutos y dos desagiies
por los que salen, respectivamente, 95 Is. en 5 minutos y 102 Is. en 6 mi-
nutos. Si en el r:slaﬂq;u: hay ya 45275 litros de agua y se abren a un
tiempo las dos llaves y los desagues, ¢en cuinto tiempo se acabari de llenar?
R. 16 min.

Un depdsito tiene tres llaves que vierten: la 1%, 68 Is. en 4 minutos;
la 28, 108 Is. en 6 minutos y la 32, 248 ls. en 8 minutos y un desagie
por el que salen 55 Is. en 5 minutos. Si el desagiie estid cerrado y se
abren las tres llaves al mismo tiempo, el depdsito se llena en 53 minutos.
¢En cuinto tiempo puede vaciarlo el desagiie estando lleno y cerradas
las llaves? R. 5 h. 18 min.

Si estando lleno un depdsito se abre su desagiie por el que salen 54 ls.
en Y minutos, el deposito se vacia en 5 horas. Si estando vacio y abierto
el desagie se abren dos llaves que vierten juntas 2] litros por minuto,
Jen cuinto uempo se llenard el estanque? R. 2 h.

Un estanque tiene agua hasta su tercera parte, y si ahora se abricran una
llave que echa 119 Is. en 7 minutos y un desagiie por el que salen 280
liros cn 8 minutos, el depdsito se vaciaria en 53 minutos. ¢Cual es la
capacidad del estanque? R. 2862 L

51 en un estangue yue estd vacio y cuya capacidad es de 3600 litros, se
abrieran al mismo tiempo tres llaves y un desagiie, el estanque se llenaria
en 15 minutos. Por cl desagiie salen 240 litros en 4 minutos. Si el estanque
tienc GO0 litros de agua y estd cerrado el desagiie, ¢en cudnto tiempo lo
acaburin de llenar las tres llaves? R. 10 min.

Un comerciante compré 30 trajes a $20 uno. Vendié 20 trajes a $18
cada uno. ;A como tiene que vender los restantes para no perder?

Costo de los 30 trajes a $20 uno: 30 x 20 = $600.
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Para no perder, es necesario que de la venta saque estos $600 que gasto.

De la venta de 20 trajes a $18 uno, sacé: 20 x $18 = $360; luego, lo que
tiche que sacar de los trajes restantes para no perder es $600 — $360 = $240.

Habiendo vendido 20 trajes, le quedan 30 — 20 = 10 trajes.

Si de estos 10 trajes tiene que sacar $240, cada traje tendrd que ven-
derlo a $240 = 10 =$24. R.

COMPROBACION

Al vender los 10 trajes que le quedaban a $24, obtuvo 10 x $24 = $240,
y de los 20 trajes que ya habia vendido antes a $18 obtuvo 20 x $18 = $360;
luego, en total obtuvo de las ventas $240 + $360 = $600, que es el costo;
luego, no pierde.

.Compré cierto nimero de bueyes por $5600. Vendi 34 bueyes por
$2210, perdiendo en cada uno $5. ;A como hay que vender el resto

para que la ganancia total sea de $2130?

Costo de los bueyes: $5600.

Para ganar en total $2130 hay que sacar de la venta $5600+ $2130=$7730.

De la primera venta que hice obtuve ya $2210; luego, lo que tengo
que sacar de los bueyes que me quedan es $7730 — $2210 = $5520.

Ahora vamos a ver cudntos bueyes quedaron.

Precio de venta de un buey: $2210 + 34 = $65. Al vender cada puey
a $65, perdi $5 en cada uno; luego, el precio de compra fue de $70
cada buey.

Si cada buey me costé $70 y el importe total de la compra fue de
$3600, compré $5600 + $70 = 80 bueyes.

Como ya se vendieron 34 bueyes, quedan 80 — 34 = 46 bueyes.

De estos 46 bueyes que me quedan tengo que obtener $5520, luego
cada buey hay que venderlo a $565620 + 46 = $120. R.

COMPROBACION

Vendiendo los 46 bueyes que le quedaban a $120, obtiene 46 x $120
= $5520, y como de la primera venta obtuvo $2210, ha obtenido en to-
tal $5520 + $2210 = $7730. Como el costo fue de $5600, la ganancia es
$7730 — $5600 = $2130; luego, se cumplen las condiciones del problema.

»  EJERCICIO 69

1. Compré HU0) sombreros a $6 uno. Vendi cierto nimero en $500, a §5 uno.
¢A como tengo que vender el resto para no perder? R. $6.25.

2. Un librero compré 15 libros a 12 quetzales cada uno. Habiéndose deterio-
rado algo 9 de ellos, tuvo que venderlos a 8 quetzales uno. (A céme
tienc que vender los restantes para no perder? R. Q. 18.

3. Un comerciante comprd 1] trajes por 3300 bolivares. Vendi6 5 a bs. 240 uno.
¢A como tiene que vender los restantes para ganar bs. 9007 R. bs. 500.
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Compré 80 libros por 5600 soles. Vendi una parte por 5400, a 90 cada
uno. ¢Cudntos libros me quedan y cuiinto gané en cada uno de los que
vendi? R. Quedan 20; gané 20 soles.

Un comerciante compré 600 sacos de frijoles a §8 cada uno. Por la
venta de cierto numero de ellos a $6 uno, recibe $540. ¢A cé6mo tendrd.
que vender los restantes para ganar en total $330?7 R. §9.

Un comerciante comprd cierto nimero de sacos de azicar por 600 boli-
vares y los vendié por 840, ganando 2 en cada saco. ¢Cudntos sacos
compré y cudnto pagd por cada uno? R. 120; 5 bolivares.

Vendi 60 sacos de azicar por 480 bolivares, ganando 3 en cada uno.
¢Por cudntos sacos estaba integrado un pedido que hice al mismo precio
y por el cual pagué 4007 R. 80 sacos.

Un hacendado compra cierto namero de vacas por 24000 colones. Vende
una parte por 8832 a 276 una, perdiendo 24 en cada vaca. ¢A cémo tiene
que vender las restantes para ganar 1392? R. 345 colones.

Compré cierto numero de libros por 600 soles. Vendi 40 perdiendo 2 en
cada uno y recibi 320. ¢A cémo tengo que vender los restantes si quiero
ganar 60?7 R. 17 soles.

Un caballista compré cierto ntimero de caballos por $10000. Vendié una
parte por $8400 a $210 cada uno y gand en esta operacion $400. ¢Cudn-
tos caballos habia comprado y cudnto gané en cada uno de los que vendié?
R. 50; $10.

Compré 514 libros por 4626 bolivares. Vendi una parte por 3600, ga-
nando 3 en cada libro y otra parte por 912, perdiendo 1 en cada libro.
¢A cdmo vendi los restantes st en total gané 11867 R. 13 bolivares.

Un comerciante compré cierto nimero de sacos de frijoles por $2496, a
$8 uno. Vendié una parte por $720, ganando $1 en cada saco, y otra
parte por $1720, ganando $2 en cada saco. A cdmo vendidé cada uno
de los sacos restantes si en total obtuvo una utilidad de §7847 R. $14.

Un hacendado compré 815 vacas por $48900. Vendidé una parte en $20475,
ganando $5 en cada una, y otra parte en $5500, perdiendo $5 en cada
una. ¢A como vendid las restantes si en total perdié $29257 R. $50.

Un comerciante compré 20 trajes. Vendié 5 a 75 bolivares, 6 a 60, 7 a 45
y el resto a 70, obteniendo asi una utilidad de 390. ¢Cudl fue el costo de
cada traje? R. 40 bolivares.

Compré cierto nimero de pares de zapatos por 4824 bolivares, a 36 uno.
Al vender una parte en 1568, perdi 8 en cada par. Si el resto lo vendi ganan-
do 32 en cada par, ¢gané o perdi en total y cudnto? R. Gané bs. 2048.

Compré 90 libros. Vendi 35 de ellos por §280, perdiendo §3 en cada uno,
y 30 ganando $1 en cada uno. ¢A cdmo vendi los que me quedaban si en
definitiva no gané ni perdi? R. §14.

Un importador adquiere cierto nimero de automéviles por $108000. Vendid
una parte por $46400, a $400 cada uno, perdiendo $100 en cada uno,
y otra parte por $36000, ganando $100 en cada uno. ¢|A cémo vendié los
restantes si en definitiva tuvo una ganancia de $40007 R. $740.
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Un capataz contrata un obrero ofreciéndole $5 por cada dia que tra-
baje y $2 por cada dia que, a causa de la lluvia, no pueda trabajar.
Al cabo de 23 dias el obrero recibe $91. ;Cudntos dias trabajé y
cuditos no trabaj6? '

Si el obrero hubiera trabajado los 23 dias hubiera recibido 23x$5=%$115.
Como solamente ha recibido $91, la diferencia $115 — $91 = $24 pro-

viene de los dias que no pudo trabajar.

Cada dia que no trabaja deja de recibir $5 — $2 = $3, luego no trabajo

$24 + $3 = 8 dias, y trabajo 23 — 8 =15 dias. R.

o

COMPROBACION

En 15 dias que trabajo recibié 15 x $6 = $75.
En 8 dias que no trabajé recibio 8 x $2 = §16.
En total recibio $75 + $16 = $91.

EJERCICIO 70

Un capataz contrata un obrero olreciéndole 70 sucres por cada dia que
trabaje y 40 por cada dia que, sin culpa suya, no pucda trabajar. Al cabo
de 35 dias ¢l obrero ha recibido 2000. ¢(Cudntos dias trabajo y cuintos
no trabajo? R, Trabajo 20 dias, no trabajé 15 dias.

Se tiencn $129 en 36 billetes de a §5 y de a $2. ¢Cudntos billetes son
de a §5 y cudntos de a $22 R. 19 de $5, 17 de $2.

En un teatro las entradas de adulto costaban 9 bolivares y las de nifios 3.
Concurrieron 752 espectadores y se recaudaron bs. 5472. ¢Cuiintos espec-
tadores eran adultos y cuidntos nifos? R. 536 adultos y 216 ninos.
En un émnibus ihan 40 excursionistas. Los hombres pagaban 40 cts. y
las damas 25 cis. Los pasajus costaron-€n total $13.45. ¢Cuidntos excursio-
nistas cran hombres y cuintos damas? R. 23 hombres y 17 damas.

Un comerciante pagd 45900 sucres por 128 trajes de lana y de gabardina.
Por cada traje de luna pago 300 )v por cada traje de gabardina 400. ¢Cudn-
tos trajes de cada clase comprd?  R. 53 de lana y 75 de gabardina.
Para tener $12.30 en 150 monedas que son de a cinco y diez centavos,
gcuiintas deben ser de a cinco y cudntas de a diez? R. 54 de a cinco,
9% de a diez.

Cada dia que un alumno sabe sus lecciones, ¢l profesor le da 5 vales, y
cada dia que no las sabe el alumno, tiene que darle al profesor 3 vales.
Al cabo de 18 dias el alumno ha recibido 34 vales. ¢Cudntos dias supo
sus lecciones €l alumno y cuantos no las supo? R. Las supo 11 dias,
no las supo 7 dias.

Un padre le pone 9 problemas a su hijo, ofreciéndole 5 cts. por cada
problema que resuelva, pero por cada problema que no resuelva el mu-
chacho perderid 2 cts. Después de trabajar en los 9 problemas el mucha-
cho reabe 31 as. ¢Cudntos problemas resolvid y cwintos no resolvié?
R. Resolvidé 7, no resolvid 2.

Un padre pone 15 problemas a su hijo, ofreci¢ndole 4 cts. por cada uno
que resuelva, pero a condicion de que el muchacho perderd 2 cts. por
cada uno que no resuelva. Despuds de trabajar en los 15 problemas,
quedaron cn paz. ¢(Cudntos problemas resolvié el muchacho y cudntos
no resolvié?  R. Resolvid 5, no resolvid 10.
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Un capataz contrata un obrero, ofreciéndole $12 por cada dia que trabaje
pero con la condicién de que, por cada dia que el obrero, por su voluntad,
deje de ir al trabajo, tendrd que pagarle al capataz $4. Al cabo de 18
dias el obrero le debe al capataz $24. ¢Cuiintos dias ha trabajado y
cudntos dias ha dejado el obrero de ir al trabajo? R. Trabajé 3 dias,
dejé de ir 15 dias.

EJERCICIO 71

MISCELANEA

Dos hombres ajustan una obra en $60 y trabajan durante 5 dias. Uno
recibe un jornal de $4 diarios. ¢Cuil es el jornal del otro? R. $8.
Vendo varios Lipices en 96 cts., ganando 4 cts. en cada uno. Si me habian
costado 72 cts., ¢cuintos ldpices he vendido? R. 6.

Una persona gana $8 a la semana y gasta 75 cts. diarios. ¢Cudnto podrd
ahorrar en 56 dias? R. $22.

Si me saco 1000 bolivares en la loweria, compro un automdévil de 7500
me quedan 500. ¢Cuinto tengo? R. 7000 bolivares. .
Con el dinero que tengo puedo comprar § periddicos y me sobran 5 cts.,
pero si quisicra comprar 13 periédicos me laltarian 30 cts. ¢Cudnto vale
cada periddico? R, 5 s,

Un reloj ‘xi‘ue adelanta 4 minutos en cada hora seiala las 4 y 20. Si ha
estado andando 8 horas, ¢cudl es la hora exacta? R. 3 y 48 min.

¢Por qué nimero se multiplica 815 cuando se convierte en 586802
R. Por 72.

10602 es el producto de tres factores. Si dos de los factores son 18 y 19,
¢cudl es el otro factor? R, 31.

A tiene 16 anos; a B le faltan 8 anos para-tener 10 afos mds que el doble
de lo que tiene A y a C le sobran 9 anos para tener la mitad de la suma
de las edades de A y B. (En cudnto excede 70 afios a la suma de las
edades de B y C disminuida en la edad de 4?7 R. 18 afios.

Un hombre que tenia 750 soles compré un libro que le costé 60; un
par de zapatos que le costd 20 menos que el doble del libro y un traje
cuyo precio excede en 360 a la diferencia entre el precio de los zapatos
y el precio del libro. Cudnto le sobré? R. 190 soles.

Si A wviera $17 menos, tendria $18. Si B wuviera $15 mds, tendria $38.
Si C wuviera $5 menos, tendria $10 mais que A y B juntos. Si D tuviera
$18 menos, tendria $9 mis que la diferencia entre la suma de lo que tienen
B y C y lo que ticne A. ;Cudnto tienen entre los cuatro? R. $219.
Para ir de Ciudad Judrez a Tehuantepec, un viajero recorre la primera
semana 216 Kms.: la segunda 8 Kms. menos que f.'{ doble de lo que reco-
rrié la primera; la tercera 53 Kms. mds que en la primera y segunda
semana juntas y la cuarta 96 Kms. menos que en las tres anteriores. Si
aun le faltan 245 Kms. para llegar a su destino, ¢cuidl es la distancia entre
las dos ciudades? R. 2875 Kms.

¢Cuil es Ia distancia recorrida por un atleta en una carrera de obstdculos
si ha vencido 15 obsticulos que distan 6 metros uno de otro, y si la linea
de arrancada dista 4 metros del primer obsticulo y la meta del dltimo
B metros? R. 96 m. ]
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Se pierden $150 en la venta de 50 barriles de aceite a $60 uno. Hallar el
precio de compra. R. $63.

¢Cuintos meses (de 30 dias) ha trabajado una persona que ha aherrado
$180 si su jornal diario es de $5 y gasta $2 diarios? R. 2 meses.

Se compran libretas a $20 el millar. Si las vendo a § as., ¢cudl es mi
ganancia en 80 libretas? R. $2.40.

Compro igual numero de vacas y caballos por 12375 sucres. ¢Cudntas
vacas y caballos habré comprado s1 el prtciu de una vaca es de 600 y el
de un caballo 5252 R. 11.

Un hacendado compra igual nimero de caballos, vacas, bueyes y terneros
en $5735. Cada caballo le costd $50, cada vaca $60, cada buey $70, y
cada ternero $5. ¢Cudntos animales de cada clase compré? R. 31.

Se reparten 39870 sucres entre tres personas. La primera recibe 1425 mas
que la tercera y la segunda 1770 mids que la tercera. ¢Cudnto recibe cada
una?  R. 1%, 13650 sucres; 2%, 13995 sucres; 3%, 12225 sucres.

A tiene § afios, B tantos como 4 y C, C tantos como A4 y D; D tiene 7
anos. ¢Cudl es la edad de M, que si tuviera 15 anos menos tendria igual
edad que los cuatro anteriores juntos?. R. 72 anos.

A tiene 42 anos; las edades de 4, B y C suman 8§ anos y C tiene 24 afos
menos que A. ¢Cuil es la edad de B y cudl la de C? R. B, 28 aios;
C, 18 anos.

Tengo $67 en 20 billetes de a $5 y de a $2. (Cuidntos billetes tengo de
cada denominacion? R. 9 de $5 y 11 de $2.

Un empleado que gana $65 semanales ahorra cada semana cierta suma.
Cuando tiene ahorrados $98 ha ganado $455. :Cudnto ahorra a la se-
mana? R. §14.

Para poder gastar 70 soles diarios y ahorrar 6720 al ano, tendria que ganar
660 mds al mes. ;Cuil es mi sueldo mensual? (Mes de 30 dias). R. 2000 soles.

Mi sueldo me permite tener los siguientes gastos anuales: $480 en al-
quiler, $600 en alimentacion de mi familia y $540 en otros gastos. Si
ademas ahorro $35 al mes, jcudl es mi sueldo mensual? R. $170.

¢Por cudl nimero hay que dividir a 589245 para que el cociente sea
7232 R. Por B15.

¢Por cudl nimero hay que multiplicar el exceso de 382 sobre 191 para
obtener 4202 como producto? Por 22.

Gano 920 suaes en la venta de 173 sacos de mercancias a 240 uno. Hallar
el costo de un saco. R. 200 sucres.

Un librero adquiere cierto niimero de libros por 144 bolivares. Si hubiera
comprado 11 libros mas hubiera pagado 408. ¢Cudntos libros ha comprado
y cudnto ganara si cada libro lo vende por 297 R. 6: bs. 30.

Un viajero, asomado a la ventanilla de un tren que va a 36 Kms. por
hora, observa ngue un tren estacionado en una via adyacente pasa ante
€l en 12 segundos. ¢Cudl serd la longitud de este ren? R. 120 m.

Un wviajero desde la ventanilla de un tren que va a 72 Kms. por hora, ve
pasar ante €l en 4 segundos, otro tren que va por una via paralela adya-
cente, en sentido contrario, a 108 Kins. por hora. ¢Cuil es la longitud
de este wren? R. 200 m.
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Un estanque de 300 litros de capacidad tiene una llave que vierte 20
litros en 2 minutos y un desagiie por el que salen 24 litros en 3 minutos.
¢En cuinto uempo s¢ acabard de llenar el estanque si teniendo ya 200
litros de agua abrimos al mismo tiempo la llave y el desagiie? R. 50 min.
¢Entre cudntas personas se reparten 185 naranjas si a cada persona tocaron
10 y sobraron 15 naranjas? R. Entre 17.

Tengo 17 billetes de $50. Si vendo 6 vacas a §75 cada una y una casita
por $950, ¢cudntos trajes de §45 podré comprar con el total de ese dinero?
R. 50 trajes.

El producto de dos numeros es 7533, y uno de los niimeros es 81. ¢En
cuinto excede el duplo de la suma de los dos niimeros a la mitad de
su dilerencia?r R. En 342.

Compré 120 libros a 8 colones; vendi 80, perdiendo 2 en cada uno, y
20 mas al costo. JA como vendi los restantes si en definitiva no gané
ni perdiz R. A 16 colones.

Un empleado que gana $7 diarios gasta §14 semanales. ¢Cudntos dias
tendri que trabajar para comprar un auto de $5607 R. 112 dias.

Un comerciante compré cierto nimero de trajes por 15600 colones, a
130 cada uno, y por cada 12 trajes que comprd le regalaron 1. Vendié
60 trajes, ganando 50 en cada uno; 30 trajes, perdiendo 50 en cada uno;
s¢ le echaron a perder 6 uajes y el resto lo vendid pe:rdicndo 30 en cada
uno. ¢Gand o perdié en total y cuanto? R. Perdié 240 colones.

Un importador no quiere vender 6 automdviles cuando le ofrecen 37000
soles por cada uno. Varios meses después vende los 6 por 216000. Si en
este uempo ha gastado 6840 por concepto de alquiler del local y otros
gastos, ¢cudl es su pérdida en cada maquina? 2140 soles.

Un librero adquiere 500 libros a 2 colones cada uno y luego 6 docenas
de libros a 60 cada una. Si luego los vendé todos por 1932, ¢cuidnto gana
en cada libroc R. 1 coldn.

Un un or que ha adquirido 80 sacos de [rijoles a 30 colones y que
ha pagado ademds 2 por conduccién de cada saco, quiere saber cudnto
tendri que sacar de la venta de esa mercancia para ganar 6 por saco.
R. 3040 colones.

Tengo alquilada una casa que me produce $5 diarios y un automévil que
me produce $2 diarios. Mi gasto diario es $2 por alojamiento y §1 de
comuda, pero el sabado y ¢l domingo los paso en casa de un amigo. ¢Cudnto
ahorraré en 8 semanas? R. $272.

¢Por cudl nimero se multiplica 634 cuando se aumenta en 31707 R. Por 6.

¢Por qué numero se¢ divide 16119 cuando se disminuye en 143287
R. Por §.

Un hacendado vende 118 caballos a 700 bolivares y cierto nimero de
vacas a 600. Con el importe total de la venta comprd una casa de 146560
y le sobraron 3240. ;Cudntas vacas vendié? R. 112.

Un comerciante comprd sombreros, pagando 480 colones por cada 16
sombreros. Si los tiene que vender a 24, jcudntos sombreros ha vendido
cuando su pérdida asciende a 192 colones? R. 32.

Vendi por 445 colones los libros que me habian costado 885, perdiendo
asi 4 colones en cada libro. ¢Cudntos libros tenia?z R. 110.
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Reparti $87 entre 4 y B de modo 11;: A recibié $11 mds que B. ¢Cudnto
le toch a cada uno? R. A, §49; B, $38,

Un hombre da 6210 quetzales y 103 caballos que valen Q. 54 cada uno,
a cambio de un terreno que compra a Q. 654 el area. (Cudintas drcas
tiene ¢l terreno? R, 18.

Con el dinero que tenia compré cierto nimero de cuadernos a 16 cts. y me
sobraron 3. Si cada cuaderno me hubiera costado 20 cts. no me hubiera
sobrado mas que $1. ¢Cuidntos cuadernos he comprado? R. 50.

Con el dinero gue tenia compré cierto nimero de entradas a 13 cts.
cada una y me sobraron 8 cs. Si cada entrada me hubiera costado 19 cts.
me hubieran faltado 16 cts. ¢Cuiintas entradas compré y cudnto dinero
tenia?  R. 4, $0.60.

Un hacendado comprd (4 bueyes por $12800. En mantenerlos ha gastado
$800. Si se mueren 14 bueyes y ¢l resto los vende a $300, ¢gana o pierde
y cudnto en cada buey de los que quedaron? R. Gana $28 en cada uno.
Un ganadero compra 40 caballos a 100 quetzales cada uno y por cada
10 que compra recibe uno de regalo. En mantenerlos ha gastado Q. 600.
Si los vende todos por Q. 4248, ¢gana o pierde y cudnto en cada caballo?
R. Pierde Q. 8 en cada uno.

Adquiero 60 libros. Al vender 30 libros por 660 sucres gano 6 por libro,
¢Cuinto me costaron los 60 libros? R. 960 sucres.

¢A cdmo he de vender lo que me ha costado 6300 quetzales para que la
ganancia sea la tercera parte del costo?  R. Q. 8400.

Cuando vendo una casa gano 6300 colones, lo. que representa la tercera
parte de lo que me costd. ¢En cuinto vendi la casa? R. 25200 colones.

Un hombre compré periédicos a § por 24 cts. y los vendié a 9 por 45 cts.,
ganando asi 62 cts. ¢Cudntos libros a $6.cada uno puede comprar con el
producto de la venta de tantos caballos como periddicos compré a $18
cada caballor R. 93.

Un hacendado comprod cierto nimero de vacas por 1785 balboas. Si hubiera
comprado 7 vacas més y cada una de éstas le hubiera costado 10 menos,
habria pagado por todas 2450. ¢(Cuintas vacas compré? R. 17.

5 vendo a 80 balboas cada uno de los caballos que tengo, pierdo 600,
y si los vendo a (5 balboas, pierdo 1500. ¢Cudntos caballos tengo y
cuanto me costé cada uno?  R. 60; 90 balboas.

¢A como tengo que vender los libros que he-comprado a $6 para ganar
en 15 libros el precio de compra de 5 libros? R. A $8.

Un agente recibe cierto nimero de cuadernos para vender a 5cts. Se le
estropean 15 cuadernos, y vendiendo los restantes a § cts. cada uno, no
tuvo pérdida. ¢Cuintos cuadernos le fueron entregados? R. 40.

Cuando vendo una casa por 12600 balboas gano el doble del costo mas
G00. ¢Cudnto me costd la casa? R 4000 balboas.

Un capataz ofrece a un obrero un sueldo anual de $190 y un caballo.
Al cabo de 8 meses el obrero es despedido, recibiendo $110 y el caballo.
¢Cuil era el valor del caballo? R. $50.

5i en cada caja de ldpices cabe una docena, ¢cuintas cajas hardn falta
para guardar 108 lipicess R. 9 cajas.



87.

70.

71.

T2.

T4

76.

PROBLEMAS DE NUMEROS ENTEROS @ 151

Un comerciante compré 5 bastones, 9 sombreros, 14 libros y cierto niimero
de cigarreras por $298. Vendié los bastones a $8, ganando $3 en cada
uno; los sombreros a $18, perdiendo $2 en cada uno, y los libros a §3,
ganando $1 en cada uno. ¢Cudntas cigarreras habia comprado si al ven-
derlas a $6 gand §1 en cada una? R. 13.

Un hombre compré cierto nimero de anillos por $3300, a $60 cada uno.
Vendi6é 15, ganando $20 en cada uno; 28, pzrdiendu $20 en cada uno
y se le perdieron 5. ¢A cémo vendié los anillos que le quedaban si en
defimitiva gano $497 R. A §147.

Vendo un anillo por $325; si lo hubiera vendido por $63 mds, ganaria
$89. ;Cudnto me costé el anillo? R. $294.

Vendo un anillo por $186; si lo hubiera vendido por $12 menos, perderia
$30. ;Cuinto me costd el anillo? R. $204.

¢A qué hora y a qué distancia de Lima alcanzard un auto, que sale a
las 11 a. m. a 50 ms.porhorahaciachidaﬁl.amnaumqluevacn
laminnadirmciényquepasbporumaa s bam a 30 . por
hora? R. A las 8 p.m. a 450 Kms. de Lima.

11 personas iban a comprar una finca que vale 214500 soles, contribuyendo
por partes iguales. Se suman otros amigos y deciden formar parte de la
sociedad, con lo cual cada uno aporta 3000 menos que antes. ¢Cudntos
fueron los que se sumaron a los primeros? R. 2.

Se compran en un teatro 5 entradas de hombre y 6 de mujer por $27, y
mas tarde se compran 8§ de hombre y 6 de mujer por §36. ¢Cudnto cuesta
cada entrada de hombre y cuinto cada una de mujer? R. De hombre, $3;
de mujer, $2.

Se reparten $3893 entre tres personas de modo que la segunda reciba
$854 mas que la tercera y la primera $110 mds ;]ue la segunda. Hallar
la parte de cada persona. R. 1% §1989; 2%, §1879; 3%, $1025.

Se reparte una herencia de 45185 bolivares entre cuatro personas. La
primera recibe 800 menos que la segunda; la segunda 2000 mds que la
tercera; la tercera 3143 mads que la cuarta. Hallar la parte de cada per-
sona. R. 13, bs. 12482; 2%, bs."13282; 3%, bs. 11282; 4%, bs. 8139.

Un capataz contrata un obrero por 80 dias ofreciéndole §5 por cada dia
ue trabaje y §3 por cada dia que, a causa de la lluvia, no pueda trabajar.
|l cabo de 80 dias el obrero ha recibido $350. ¢Cudntos dias trabajé y

cuintos no trabajé? R. Trabajé 55 dias, no trabajé 25 dias.

Un padre pone 12 problemas a su hijo con la condicién de que por cada
problema que resuelva el muchacho recibird 10 cis. y por problema
-qlu:: no resuelva perderd 6 cts. Después de trabajar en los 12 problemas
el muchacho recibe 72 cts. ¢Cudntos problemas resolvié y cudntos no
resolvid? R. Resolvid 9; no resolvid 3.

Compré cierto nimero de caballos por $4500. Por la venta de una parte
recibi $4000 a razén de $100 por cada caballo, y en esta operacion gané
$10 por caballo. ;A cémo tuve que vender los restantes si en definitiva
tuve una pérdida de $100?7 R. $40.



De unas tablillas encontradas en las orillas del Eufrates, se deduce que los primeros gque aplicaron la ele-

vacidn a potencia fi los sacerdotes potdmicos, qui resolvian la multiplicacién sin necesidad de
recurrir al Ab. pues pleaban la tabla de cuadrados, al basarse en el principio que dice "el producto
de dos ndmeros es siempre igual al cuadrado de su pr dio, r el drado de su idiferencia".

ELEVACION A POTENCIA Y SUS  CAPITULO xv
OPERACIONES INVERSAS

212) LA POTENCIACION O ELEVACION A POTENCIAS es una operacién
de composicién que tiene por objeto hallar las potencias de un
nimero,
213) POTENCIA de un niimero es el resultado de tomarlo como factor
dos 0 mds veces.
Asi, 9 es una potencia de 3 porque 3 X 3=9; 64 es una potencia de 4
porque 4 X 4 X 4 = 64.

214) NOMENCLATURA Y NOTACION

El nimero que se multiplica por si mismo se llama base de la poten-
cia. A la derecha y arriba de la base se escribe un nimero pequefio lla-
mado exponente, que indica las veces que la base se repite como factor.

La segunda potencia o cuadrado de un nimero es el resultado de to-
marlo como factor dos veces. Asi: 52 =5 x 5 =25.

La tercera potencia o cubo de un nimero es el resultado de tomarlo
como factor tres veces. Asi: 2=2x2x2=8.

152
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La cuarta potencia de un nimero es el resultado de tomarlo cuatro
veces como factor. Asi: 3* =3 %3 x 3 x 3=81.

La quinta, la sexta, la séptima, etc.,
potencia de un niumero es el resultado de
tomarlo como factor cinco, seis, siete, etc.,
veces. Asi:

W=2xX2xXx2xXx2x2=32
FI=3IxXIXIXIXIXI=T29
D=2 x2x2X2x2x2x2=128

y en general, la enésima potencia de un ntumero e¢s el resultado de tomarlo
como factor n veces. Asi:

AP=AXAxAxA........n veoes.

@ POTENCIAS SUCESIVAS
Toda cantidad elevada a cero equivale a 1. Asi: 2°=1, 5°=1.
Se ha convenido en llamar primera potencia de un ndmero al mis-
mo numero. Asi: 31 =3, 5' = 5.
Por tanto, las potencias sucesivas de 2 serdn:
W=] N=2 22=4, 22=8, 2¢=16, 2* =32, etc,
y las potencias sucesivas de 3 serdn:
=1 3'=3, 3*=9733=27, 3*=181, 3°=243, etc.
Las potencias sucesivas de 10 serdn:
10°=1, 10' = 10, 102 = 100, 10° = 1000, 10* = 10000,
10¢ = 100000, etc.

» EJERCICIO 72

Desarrollar:
1. 6 4. 3. 7. 5. 10. 312 18. 118
2. 5%, b. 28 8. 84 11. 4152 14. 10343
3. 71 8. 2s. B ge. 12. 184 16. 313,
Hallar el valor de:
18. 29x 2. R. 2. 24. 210 % 102 x B°. R. 102400.
17. 37 x 54, R. 625. 23. 62 x 99 x 210, R. 36864.
i 3° 1
1B. 42 x 32, R. 144. 24. 22}(—32- R. ="
r3
18. 50 x 37 x 6°. R. 2187. 25. % R. 125.
20. 20x3'%x49%x5%. R. 1. gg. X3 R 1
L]
-3 " 2
21. 33X 4258 R. 270000. 7. 26 5 4 R. 25,
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Pt R. 1. 31. 3d¢x22—-3°x4° R. 107.
X
55 x 22 i
y —— R. 250. 32. 8% 50-—5t. R T
102 x 3¢
30. 3ux5_’ R. 5. 33. a%°+c"+4d°.  R. 6.

. CUADI.ADO

La segunda potencia de un nimero se llama cuadrado de
este nimero porque representa siempre (en unidades de drea) el
area de un cuadrado cuyo lado sea dicho numero (en unidades

de longitud).

Asl, si un cuadrado (figura 32) tiene de lado 2 cms., el drea
de dicho cuadrado es: 2 X 2=4 cms.2; si el lado es 3 cms., el
area del cuadrado es: 3 X 3 =9 cms.?; si el lado es 4 metros, el

FIGURA 32 |

20 primeros numeros.

NUMERQ

CUADRADO

Asi,

arista es

area del cuadrado es: 4 X 4 = 16 metros®, eLc.
En general n? representa el area de un cua-
drado cuyo lado sea n.

Por su mucha utilidad, el alumno debe conocer los cuadrados de los

NUMERO CUADRADO NUMERO CUADRADO

B ity 64 2 | R SR 225

e i 81 18 s rom e 256
N 1 100 N et | 289
s b R P o 121 I8 o masieae 324
2 osaanenn 144 : L A 361
IR i prswinne 169 - [ 400
14 civaiviam vom 196

La tercera potencia de un nimero se llama cubo de
este numero, porque representa (en unidades de volu-
men) el volumen de un cubo cuya arista sea dicho nime-
1o (en unidades de longitud).

si la arista de un cubo (figura 33) es 2 cms,,

€l volumen de dicho cubo serd: 2 X2 x2=28 cms.?; si la

3 cms., el volumen del cubo sera: 3 x 3 x 3
=27 cms.h

En general, n® representa el volu-
FIGURA 33 men de un cubo cuya arista es n.
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Por su utilidad, el alumno debe conocer de memoria los cubos de los
20 primeros numeros:

NUMERO

COMPAIACION DE POTENCIAS DE LA MISMA BASE

CUBO

NUMERO CuBo
Nereretere, 512

Q. iieiasivane 729

| SN 1000
1 v 1381
122 ocie-iniessn 1728
1+ R 2187
14.. 2744

NUMERQ cuso
, © O N 3375
8.5 aessanesass 4096
¢ 4913
;- R 5832
Wi 6859
B ciasinvaas 8000

1) Si la base es > 1, cuanto mayor es el exponente, mayor es la po-

tencia.

Asi, como 2 > 1, tenemos:

BB L

2) Si la base es 1, todas las potencias son iguales.

Asi,

=11 =12=14

=1~

8) Si la base es <1, cuanto mayor es el exponente, menor es la po-

tencia.

Asi, como 0.5 <1, tendremos: 05" > 0.5' > 0.5° > 0.54

PRODUCTO DE POTENCIAS DE IGUAL BASE

Para multiplicar potencias de la misma base se suman los exponentes.
Decimos que a*.a* = a?*3% = a®.

Sea el producto a*.a.

a*.a* = (a.a)(a.a.a) = a.a.a.a.a = a*.

En efecto:

(1) 2 R=11==¢4 R
(2} 3.3.38=3 11 +4=3%=§561.

ta} 5“'.5“ — Sm o

(4) 0.0".0*=a' +*

R.
te— i+ 3

COCIENTE DE POTENCIAS DE IGUAL BASE
Para dividir potencias de la misma base se restan los exponentes.

Sea ¢l cociente a® + a®.

R.

Decimos que a’ = a* = a’~* = a'.

En cfecto: a' serd el cociente de esta division si multiplicado por el
divisor a’ reproduce el dividendo a’ y efectivamente:

- atad=a‘ti=al

(1) P+3E=321=3=2. R

(2) o' ~g=g' V=g
(3) 20+ =2u-—m R,
(4) a+ao“=0o'—™ R
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» EJERCICIO 73

Efectuar, aplicando las reglas anteriores:

1. 32.8. R. 27. 13. 5= <= bH", R. h=—=,
2 at.at.ab R. alv, 14. 6*+6. R. 61,
3. 2m.3m.m®% R. 6m.® 16. a'* =+ (a*.a.a?). R. a®,
4 22.20.24, R. 512. 16. x!0+ (x.x3). R. x7.
5. 4a.a*.5a%. R. 20a%+%, 17. (2.2) =22 R. B.
6. 3.32.32.3%. R. 59049. 18. (5%.53.5%) = Hi4. R. 1.

1. H.5%.pm R, 58+m, 19. (2%.27%) +(210.2%). R. 1.
8 a*+a. R. @ 20. (a®.a®) = (a3.a). R. a’.
9. a®+at R. a* 21. (x.x%) -+ (x3.x7). R. 1.~
10. 3%+ 35 R. 1L 22. x¥- (x®.x8.x). R. xb.
11. 2828 R. 32. 23, (35.36.315)+(39.314). R. 27.
12. a*+a~ - 0 o 24. x%:(x* x5 x). R. x18,

@OPERACIONES INVERSAS DE LA POTENCIACION

En la potenciacién, conociendo la base y el exponente, hallamos la
potencia.

Ahora bien: Como la potenciacién no es conmutativa, pues no se pue-
de permutar la base por ¢l exponente, resulta que las operaciones inversas
de la potenciacion son dos:

') La radicacién, que consiste, conociendo la potencia y el exponen-
te, en hallar la base.

2) La logaritmacién, que consiste, conociendo la potencia y la base,
en hallar el exponente.

I. RADICACION

@ RADICACION

Como 5* = 25, el nimero 5 que elevado al cuadrado da 25, es la raiz
cuadrada de 25, lo que se expresa con la notacion:

V=5,

El signo V'se llama signo radical, 25 es la cantidad subradical, 5 es la
raiz cuadrada y el numero 2 que va en el signo radical es el indice o grado
de la raiz, el cual indica que 5 elevado al cuadrado da 25.

En la prictica el indice 2 se omite. Asi: ¥ se escribe V9.

Como 4* = 64, el nimero 4, que clevado al cubo da 64, es la raiz ci-
bica de 64, lo que se expresa con la notacion:

V=1,

Aqui la cantidad subradical es 64 y el indice o grado es 3, el cual in-
dica que 4 elevado al cubo da 64.
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Igualmente: /16 =2 significa que 2¢ =16
+/243 = 3 significa que 3° = 243
y en general: va="b significa que b*=a.
Podemos decir que:
Raiz de un nimero es el niimero que elevado a la potencia que in-
dica el indice reproduce la cantidad subradical.

» EJERCICIO 74

Hallar:
1. vBl. RS 4. Y7I6. R. 6. 7. ¥Y64. R. 2
2. 4/100. R. 10. B. ¢ElI. R. 3. 8 /243 R. 3.
3 . R.8 6. ¥32. R.2 9. v125. R. 2

10. Si 8 es la raiz cabica de un nimero, jcudl es este namero? R, 512.
11. Si 31 es la raiz cuadrada de un namero, ¢cudl es este nimero? R. 961.
12. ¢Cudl es el nimero cuya raiz cuarta es 4  R. 256.

13. ¢Cuil es el nimero cuya raiz sexta es 2? R. 64.
Hallar la cantidad subradical en:

14 @=7. R. 4. 17. ¢a@=5. R. 625.

16. vo=1L R. 12L 18 Ya=T1. R. 16807.

16. ¥a=17. R. 343. 18. ym=2 R. 64

20. Siendo @*= b se verifica que &/ T=.... R. a

21. Siendo 5% = 625 se verifica que/625=.... R. 5.

RAIZ EXACTA Y ENTERA

Una raiz es exacta cuando elevada a la potencia que indica el indice
reproduce la cantidad subradical.

Asi 3 es la raiz cuadrada exacta de 9 porque 3 =9; § es la raiz cubica
exacta de 729 porque 9 = 729.

Cuando no existe ningin nimero entero que elevado a la potencia
que indica el indice reproduzca la cantidad subradical, la raiz es inexacta
o entera.

Asi, la raiz cuadrada de 38 es entera o inexacta, porque no existe nin-
gun nimero entero que elevado al cuadrado dé 38.

Las raices inexactas son llamadas radicales, que se estudiardn amplia-
mente mds adelante,

@ SUPRESION DE INDICE Y EXPONENTE
Cuando la cantidad subradical estd elevada a un exponente igual que
el indice, ambos pueden suprimirse.
Asi: V3 =3 porque 3 elevado al cuadrado da 3°
/5% =5 porque 5 elevado al cubo da 5.
v'a" =a porque a elevado a n da a".
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@CDNDICION DE POSIBILIDAD DE LA RADICACION
EN LA ARITMETICA DE LOS NUMEROS NATURALES

Para que sea posible la radicacién exacta de los niimeros naturales es
necesario que el nimero natural al cual se le extrae la raiz sea una poten-
cia perfecta de igual grado que el indice de la raiz, de otro nimero natural.

Asi, los 1inicos niimeros naturales

: ; 1 .
que tienen raiz cuadrada exacta son los cua- que cs 'l ‘cuadaado de 1

drados perfectos, o sea, los niimeros natura- ; = e 4 i g

les que sean el cuadrado de otro nimero 16 il " X 4' b

natural, como: Y A P et ]
Los tinicos niimeros naturales que tie- 8 que es el cubo de 2.

nen raiz Clllbica exacia son lm l:ubos wﬂﬂ' 27 " T ] " I 3.

tos, 0 sca los nimeros naturales que son el 8w s = =k

cubo de otro niimero natural, como: 7 125 ,, . w  » w5 etc

Los tinicos niimeros naturales

- L _ 16 que es la cuarta potencia de 2,
que tienen raiz cuarta exacta son los

. : 1 i s
nimeros naturales que resultan de 226 Mo ’ = 3 4
elevar a la cuarta potencia otro nui- x B A ¥ S &

- 5 / 625 1] T ] " 1] e 5: etc-
mero natnal, como:

En general, para que un nimero natural tenga raiz exacta de grado n
es necesario (ue dicho nimero sea la enésima potencia de otro nimero
natural.

II. LOGARITMACION

@ Como 3* = 9, el namero 2, que es el exponente a que hay que elevar
la base 3 para que dé 9, es el logaritmo de 9 de base 3, lo que se ex-

presa con la notacién:
logs 9=2.

El subindice representa siempre la base del sistema.

Como 5 = 125, el numero 3, que ¢s el exponente a que hay que elevar
la base 5 para que dé 125, es el logaritmo de 125 de base 5, lo que se expre-
sa con la notacion:

Igualmente: Como 7* =49, resulta que log; 49 =2,
como 3 = 243, resulta que logy 243 =35,
como 2f = 256, resulta que logy 256 =8,

y en general, si a* = b, resulta que log, b = x.
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Podemos decir que:

Logaritmo de un numero con relacion a otro llamado basc es el ex

ponente a que hay que elevar ls base para que ¢ dicho namero.

base 10, que se llaman logaritmos vulgares. 1133 }D :;J
kEn ¢stos el subindice 10 se omite, de modo . log 0 :2.
que cuando no hay subindice se sobreentien- log 1000=3, etc.

de que la base es 10.  Asi: -

Los logaritmos més usados son los de

LOGARITMOS YULGARES

CONDICION DE POSIBILIDAD DE LA LOGARITMACION
EN LA ARITMETICA DE LOS NUMEROS NATURALES

Para que el logaritmo de un nimero natural con respecto a una base

dada sea otro niimero natural, es necesario que el nimero sea una poten-
cia perfecta de la base.

Asi:

pero log, 8 no es un nimero natural porque 8 no es una potencia perfec-
ta de 3; igualmeme log 100 =2 porque 10° =100, pero log 105 no es un
numero natural porque 105 no es una potencia perfecta de 10.

>

ol o bl o ol ol

EJERCICIO 75
En cada uno de los casos siguientes, escriba el log de la potencia:
R=4 R. log. 4=2. 16. a¥=c. R. log, c=m.
M = 16. R. logy 16 =4 16. H5*t1=x. R. logs x=a+1.
38 =127. R. lpgs 27=3. 17. (*®*=518. R. logg 518=x—2.
F=243. R. log; 243 =5. 18. a®**=b. R. log, b = 3x.
=1L R. log; 1=0. 18. a™ = Bx. ) R. log, Bx=n.
£ =64. R. log, 64 =3. 20. x*=a+b. R. log, (a+ b)=2a.
5 =25. R. log, 25 =2. 21. logy 9=.... R. 2.
5 = 625. R. l(’g; 625 =4. 22. lﬂg| 16=.... R. 2.
6= = 36. R. log; 36=2. 8. logg 1=.... R. 0.
1=2401. R log; 2401 =4. 24. logy 512=.... R. 3.
2=512. R. log: 512=8. 26 logy 64=.... R. 6.
2= 1024. R. logy 1024 =10. 26. logy T29=.... R. 6.
a®=Db. R. log, b=3. 27. log 729=.... R. 3.
X =m, R. log, m =6. 28. log 10000 = R4
¢Puede hallar:
logy 11?7 R. No. 30. logs 21?7 R. No. 31. log; 367 R. No.
Siendo log, x =a, ¢que puede escribir? - R, 3*=x.

Siendo log, 8 =4, ¢qué pucde escribun?  R. a®=8.

Siendo log, 81 =4, ¢queé nimero es x? R, 3.

Siendo log, 212=a+ 1, ¢qué nimero es ¢? R, 2.

Siendo logy 243 =x — 1, ¢qué¢ namero es xR, 6.

Hallar ¢l nimero:

Cuyo log, ¢s . R. 8L 39. Cuyo log; es 4. R. 625.
Cuyo log: ¢s 6. R. 64 40. Cuyo lopg, es 9. R. 512.



Hacia el siglo HI (A, C.), los griegos alcanzaron un elevado grade de abstraccion en las ciencias matema-
ticas. La misma palabra Aritmética es de origen griego. Para ellos, esta ciencia era una rigurosa teoria de

los nimeros. Sus investigaciones evaron muy pronto al © plo de nil primo, de donde partié
mmmudetdmmnﬂIMHMMml-mm

NUMEROS PRIMOS Y COMPUESTOS, CAPITULO xw
MULTIPLOS Y DIVISORES

@ NUMERO PRIMO ABSOLUTO O SIMPLE es el que solo es divisible
por si mismo y por la unidad.

Ejemplo 5.7, 0.2,8.9.

.NUMEI!O COMPUESTO o no primo es aquel que ademds de ser divi-
sible por si mismo y por la unidad lo es por otro factor.

Ejemplos I

14 es compuesto porque ademas de ser divisible por 14 y por 1, es divisible por 2
y por 7; 21 es compuesto porque aodemés de ser divisible por si mismo y por la
unidad es divisible por 3 y por 7,

160
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MULTIPLO de un niamero es el namero que contiene a éste un nu-

mero exacto de veces.
Asi, 14 es multiplo de 2 porque 14 contiene a 2 siete veces; 20 es miil-
tiplo de 5 porque contiene a 5 cuatro veces.

Ox5=0

Los miiltiplos de un niimero se forman multiplicando 1xX5=5

este numero por la serie infinita de los niimeros naturales 2X5=10
0,1,2.3...... ; luego, todo niimero tiene infinitos maltiplos. 3x5=15

Asi, la serie infinita de los multiplos de 5 es: — 7 ax5=9
5 x 5 =25, etc.

El nimero 5 en este caso es el médulo de esta serie infinita.
En general, la serie infinita de los maltiplos de n es:

OXn 1Xn, 2Xn 3Xn, 4Xn, 6Xn......

@ NOTACION

Para indicar que 10 essmltiplo de 5 se escribe:
10=m. de 5
o también escribiendo un punto encima del modulo:
10 =5.
Que 28 es multiplo de 7 se expresa:
28=m.de 7 6 28=1.
En general, para indicar que a es multiplo de b se escribe:

a=m.deb o a=h

@SUBMULTIPLO. FACTOR O DIVISOR de un nimero es el nimero
que estd contenido en el primero un niimero exacto de veces.

Ejemplos I

4 es submiltipio de 24 porque esté contenido en 24 seis veces; B es factor o divisor
de 64 porque esta contenido en 64 ocho veces.

Los divisores de un nimero se lloman partes alicuotas (portes iguales) de ese ni-
mero. Asi 5 es divisor de 20 y es uno paorte alicucta de 20 porque 20 puede
dividirse en 4 partes iguales que cado una vaolgo 5; 4 también es vno parte olicucla
de 20 porque 20 puede dividirse en 5 partes iguoles que cado uno volgo 4.

FParte clicuoto de un nimero es, por tonto, uno de las portes iguales en que se
puede-dividir dicho nimero.

& Aritmética
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@ NUMERO PAR es todo nimero multiplo de 2.

La formula general de los niimeros pares es 2n, siendo n un numero
entero cualquiera, ya sea par o impar, pues si es par, multiplicado por 2
dard otro niimero par, y si es impar, multiplicado por 2 dard un nime-
To par.

Todos los niimeros pares, excepto €l 2, son compuestos.

@NUMERO IMPAR es el que no es multiplo de 2. La férmula general

de los niimeros impares es 2n * 1, siendo n un ndmero entero cual-
quiera, pues 2n representa un numero par, que aumentado o disminuido
en una unidad dard un nimero impar.

@ EQUIMULTIPLOS son dos o mds niimeros que contienen a otros un
mismo niimero de veces.

| E jemplos I

14, 24 y 32 son equimiltiplos de 7, 12 y 16, porque el 14 contiene al 7 dos veces, el
24 contiene al 12 dos veces y el 32 contiene ol 16 dos veces.
Pora haller dos o mas equimdltiplos de varios nomeros dodos se multiplican éstos
por un mismo factor. Los productos serén los equimiltiplos de los nimeros dados.
Hollar tres nimeros que sean equimiltiplos de 5, 6 y 7.

5% 4=120, 6x4=24, 7X4=28

20, 24 y 28 son equimiltiplos de 5, 6 y 7.

EQUIDIVISORES

Dos o mds numeros son equidivisores de otros cuando estdn conteni-
dos en éstos el mismo nimero de veces.

Ejemplos I

5, 6 y 7 son equidivisores de 20, 24 y 28, porque el 5 esla contenido en el 20 cuo-
tro veces, el 6 en el 24 cuatro veces y el 7 en el 28 cuotro veces.

Pora hallor dos o més equidivisores de ofros nimeros dodos bosta dividir estos
nidmeros por un mismo nimero. Los cocientes seran los equidivisores.

Hallar tres equidivisores de los nimeros 50, 80 y 90.
50+10=35, 80+ 10=8, 90-=10=9.
5,8 y 9 son equidivisores de 50, 80 y 90.
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EJERCICIO 76

¢Cuiintos divisores tiene un namero primo?
Digase si los nimeros siguientes son o no primos y por qué: 13, 17, 19,

24, 31, 37, 38, 45, 68, 79. 111, 324.

©PNe o e

10.
11.

12.

13.

14.

16.

18.

17.

18.
19.
20.
21.

De los nimeros siguientes, decir cudles son primos y cudles son com-
puestos; 12, 37, 43, 87. 97, 124, 131, 191.

¢Cudntos miltiplos tiene un nidmero?

¢Cual es el menor miluplo de un mimero?

Formar cuatro miluplos de cada uno de los nameros 5, 6, 12 y 13.
Hallar todos los multiplos menores que 100 de los nimeros 14 y 23.
Hallar los miitiplos menores que 400 de los nimeros 45, 56, 72 y B7.
51 un nimero ¢s multiplo de otro, gqué es éste del primero?

¢Cuil es el residuo de dividir un nimero entre uno de sus divisores?
¢Cudl es el mayor divisor de 7847 (Y el menor?

¢Son compuestos todos los numeros parest ¢Son pares todos los nimeros
compuestos?

¢don primos todos los nimeros impares? ¢Son impares todos los nimeros
primos?

Diga cuiles son los tres menores nimeros que se pueden anadir a un
nimero par para hacerlo impar.

Diga cudles son los tres menores numeros que se deben restar de un
numero par para hacerlo impar.

Diga cudles son los tres numeros menores que se pucden anadir a un
nimero impar para hacerlo par y cudles se¢ deben restar con el mismo
objeto.

Mencione tres partes alicuotas de 45. ¢Es 9 parte alicuota de 450 ¢Y 17,
Yy 8, y 15¢

Halle cuawro equimiltiplos de los numeros 8, 12, 14 y 16.
Halle ocho equimdaltiplos de 7, B, 9, 10, 11, 13, 24 y 56.
Halle tres equidivisores de 24, 48 y 96.

Halle cinco equidivisores de 120, 240, 560, 780 y 555.



Los principios

de los nimeros. Los hinddes, por ejemplo, llegaron a conocer |a divisibilidad por tres, nueve y siete. Griegos
¥ egipcios establecieron la clasificacion de los nimeros en pares e impares. El genial matematico francés
ﬂumm“m las reglas para determinar la divisibilidad por cualquier nimero.

PRINCIPIOS FUNDAMENTALES CAMITULO xvu

DE LA DIVISIBILIDAD
m

@I. TEOREMA

Todo niimero que divide a otros varios, divide a su suma.

Sea el nimero 5, que divide a 10, 15 y 20 (hipétesis). Vamos a pro-
bar que 5 divide a 10 + 15+ 20 = 45, o sea que 10+ 15+ 20 es m. de 5.

En efecto: 10=5x2; 15=5x3; 20=5x4.

Sumando miembro a miembro estas igualdades, segiin la ley de uni-
formidad de la suma, tenemos: 10+ 15+20=5X2+5x3+5x 4.

Sacando el factor comin 5 en el segundo miembro de esta ultima
igualdad, tenemos: 10 + 15 + 20 = 5(2 + 3 + 4)

osa 10+15+20=5x9

lo que nos dice que la suma 10+15+20, o sea 45, contiene a 5 nueve veces;
luego, 5 divide a la suma 10+15+20, que era lo que querfamos demostrar.

DEMOSTRACION GEMERAL
Sea el niimero n que divide a los nimeros a, b y ¢ (hipétesis). Vamos
a probar que n divide a la sumaa+ b + c.

(1) Como estos son los primeros teoremas que se demuestran, hacemos en cada caso una
con nimeros como preparacidn para la demostracién general con letras

164
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En efecto: Sea q el cociente de dividir a entre n, ¢' el cociente de
dividir b entre n y q” el cociente de dividir ¢ entre n. Como el dividen-
do es el producto del divisor por el cociente, tendremos:

a=nqg
b=nq’
c = "qn

Sumando miembro a miembro estas igualdades, tenemos:
a+b+c=nqg+ng' +nq”
Sacando n tactor comin:
a+b+c=n(g+q" +q")
lo que nos dice que a + b + ¢ contiene a n un nmimero exacto de veces,

q+q' +q" veces, 0 sea que n divide a la suma a + b + ¢, que era lo que
queriamos demostrar.

Il. TEOREMA

Todo niimero que no divide a otros varios dividé a su suma, si la
suma de los residuos que resultan de dividir éstos entre el numero que
no los divide, es divisible por este nimero.

Sea el nimero 7, que no divide a 15, ni a 37, ni a 46, pero el residuo
de dividir 15 entre 7 es 1, el de dividir 37 entre 7 es 2 y el de dividir 46
entre 7 es 4, y la suma de estos residucs, 1+ 2+ 4 =1, es divisible por 7
(hipotesis).
Vamos a probar que 7 divide a 15+ 37 + 46 = 98 (tesis).
En efecto: Ih=7T%x2+1
3T=Tx5+2
Hi=Tx 6+ 4
Sumando estas igualdades:
154+ +4H=TX2+TX53+TX6+1+24+4.
Sacando factor comun T:
15437+ 46 =12+ 5+ 6) + (1+2+1)
5 4+37 + 46 = u. rﬂ.&s%%’
Ahora hwu. en d acgundn micmbro, 7 divide a 7 x 13 porque es un
multiplo de 7 y divide a 7, porque todo niimero es divisible por si mismo;
luego, 7 divide a su suma 15 + 37 + 46 0 sea 98, porque segin el teorema

anterior todo niimero que divide a otros divide a su suma, que era lo que
queriamos demostrar.

DEMOSTRACION GENERAL

Sca ¢l nimero n que no divide a los nimeros a, b ni €.
Sea r el residuo de dividir a entre n; v el residuo de dividir b entre n,

r' el residuo de dividir ¢ entre n y la suma r + v + ¢ divisible por n
(hipotesis).
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Vamos a probar que n divide a a + b + ¢ (tesis).
En efecto: Siendo g el cociente de dividir a entre n, ¢* el de dividir
b entre n y ¢" el de dividir ¢ entre n, tendremos:

a=nq +r
b=nq'+7
c=ng"+7" -

porque en toda divisién inexacta el dividendo es igual al producto del di-
visor por el cociente, més el residuo.

Sumando miembro a miembro estas igualdades, tenemos:

a+b+c=ng+nqg +nqg" +r+7+1".

Sacando n factor comun:

atb+ec=nlg+q' +q")+(r+7r +7").

Ahora bien: n divide al sumando n(q + q' + q"') porque este niimero
es multiplo de n y divide al sumando (r + 7' + 1) porque en la hipoitesis
hemos supuesto que la suma de los residuos era divisible por n; luego, si
n divide a estos dos sumandos, tiene que dividir a su suma, que es a+b+c,
porque segiin el teorema anterior, todo nimero que divide a varios su-
mandos, divide a su suma. Luego, n divide a a + b +¢, que era lo que
queriamos demostrar.

@III. TEOREMA

Si un niimero divide a todos los sumandos de una suma, menos a
uno de ellos, no divide a la suma, y el residuo que se obtiene al dividir
la suma entre el niimero, es el mismo que se obtiene dividiendo el Su-
mando no divisible entre dicho nimero.

Sea el numero 5, que divide a 10 y a 15 pero no divide a 22, siendo
2 el residuo de dividir 22 entre 5 (hipétesis). ‘'Vamos a demostrar que 5
no divide a 10 + 15+ 22 =47 y que el residuo de dividir 47 entre 5 es 2,
igual al residuo de dividir 22 entre 5 (tesis).

En efecto: W=5%x2
15=bHX3
2=5x4+2.

Sumando miembro a miembro estas igualdades, segin la ley de uni-

formidad, tenemos:
100+15+22=5X2+56Xx3+5x4+2.
Sacando el factor comin 5 en el segundo miembro, tenemos:
10+ 15+ 22 =52+ 3 + 4) + 2
osea 10+156+22=5x%x9+2

y esta tltima igualdad demuestra el teorema, pues ella nos dice que el
nimero 5 estd contenido en la suma 9 veces, pero no exactamente, pues
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sobra el residuo 2, luego 5 no divide a 10 + 15 + 22. Ademads, ella nos dice
que el residuo de dividir 10 + 15 + 22 entre 5 es 2, igual al residuo de di-
vidir 22 entre 5.

DEMOSTRACION GEMNERAL

Sea el niimero n que divide a a y a b, pero no divide a c; sea r el
residuo de dividir ¢ entre n (hipitesis). Vamos a demostrar que n no di-
vide a a+ b + ¢ y que el residuo de dividir la suma a + b + ¢ entre n es
el mismo que el de dividir ¢ entre n, o sea r (tesis).

En efecto: Llamemos ¢ al cociente de dividir a entre n; q° al cocien-
te de dividir b entre n; ¢* al cociente de dividir ¢ entre n siendo r el resi-
duo de esta division.

Tendremos: a=nq
b=ng’
c=ng" +r.

Sumando miembro a miembro estas igualdades, tenemos:
a+b'+c=nq+uq'+ ng'” +r
Osa atb+c=n(g+q +q")+r
y esta ultima igualdad demuestra el teorema, pues ella nos indica que el
nimero n no estd contenide en la suma a + b + ¢ un numero exacto de
veces, pues estd contenido en ella g + g° + ¢ veces pero sobra el residuo r;
luego, n no divide aa+ b +c.
Ademis, ella nos dice que el residuo de dividira+ b+ centre nes r,
que es el mismo residuo que resulta de dividir ¢ entre n. Luego queda
demostrado lo que nos proponiamos.

IV. TEOREMA

Todo numero que divide a otro divide a sus miltiplos.

Sea el nimero 5, que divide a 10 (hipitesis). Vamos a probar que
5 divide a cualquier muiiltiplo de 10; por ejemplo, a 10 X 4 =40 (tesis).

En efecto: 10 x4=10+ 10 + 10 + 10.

Ahora bien, 5 divide a todos los sumandos 10 del segundo miembro
por hipotesis; luego, dividird a su suma que es 10 X 4 o sea 40, porque
hay un teorema (238) que dice que todo niimero que divide a varios su-
mandos divide a su suma; luego, 5 divide a 40, que era lo que querfamos
demostrar.

DEMOSTRACION GENERAL
Sea el nimero n que divide al nimero a (hipétesis). Vamos a probar
que n divide a cualquier maltiplo de a, por ejemplo a ab (tesis).

En cfecto:  ab=a+a+a+a......b veces.

L
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Ahora bien: n divide a todos los sumandos a del segundo miembro
por hipdtesis; luego, dividird a su suma, que es ab, porque hay un teore-
ma (238) que dice que todo niimero que divide a varios sumandos divide
a su suma; Inego, n divide a ab, que era lo que queriamos demostrar.

V. TEOREMA

Todo niimero que divide a otros dos, divide a su diferencia.
Sea el nimero 3, que divide a 18 y a 12 (hipotesis). Vamos a probar
que 3 divide a la diferencia 18 — 12 =6 (tesis).
En efecto: 18=3x%6
12=3 X 4.
Restando miembro a miembro estas igualdades, tenemos:
18—-12=3x6—3x4.
Sacando 3 factor comiin en el segundo miembro:
18 — 12 = 3(6 — 4)
' .‘. q.__ r)r-:n__l_‘?ln-:
lo que nos dice que la diferencia 18 — 12, o sea G, contiene a 3 dos veces,
o sea, que 3 divide a 18 — 12, que era lo que queriamos demostrar.

DEMOSTRACION GENERAL

Sea el nimero n que divide a a y a b siendo a > b (hipitesis). Vamos
a probar que n divide a a — b (tesis).

En efecto: Sea g el cociente de dividir a entre n y ¢’ el cociente de
dividir b entre n. Como en toda division -exacta el dividendo es igual al
producto del divisor por el cociente, tenemos:

a =nq
b=ngq'

Restando miembro a miembro estas igualdades, segiin la ley de uni-
formidad de la resta, tenemos:

a—b=ngq—ngqg'.
Sacando n factor comin en el segundo miembro:

= o
i v )

lo que nos dice que la diferencia a— b contiene a n un nimero exacto
de veces ¢ — q" veces; luego, n divide a la diferencia a — b, que era lo
que queriamos demostrar.

@VI. TEOREMA

Todo nimero que no divide a otros dos, divide a su diferencia si
los residuos por defecto que resultan de dividir estos dos nimeros entre
el nimero que no los divide son iguales.
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Sea el numero 5, que no divide a 28 ni a 13, pero el residuo por de-
fecto de dividir 28 entre 5 es 3 y el residuo de dividir 13 entre 5 también
es 3 (hipitesis). Vamos a probar que 5 divide a la diferencia 28— 13 =15
(resis).

En efecto: 28=5%x5+3

13=5x2+3.

Restando miembro a miembro estas igualdades, tenemos:

28—13=5x56—-5X2+3—-3.

Sacando 5 factor comiin en el segundo miembro:

28 — 13 = 5(5 — 2) + (3 — 3)
y como 3 — 3 =0, nos queda:
28 — 13 = 5(5 — 2)
SaasPE WS ny
lo que nos dice que la diferencia 28 — 13, o sea 15, contiene a 5 tres veces;
luego, 5 divide a la diferencia 28 — 13, que era lo que queriamos demostrar.

DEMOSTRACION GENERAL
Sea el nimero n que no divide a a ni a b; 7 el residuo de dividir a
entre n y b entre n (hipotesis). Vamos a probar que n divide a la dife-
rencia a — b.
En efecto: Siendo g el cociente de dividir a entre n y g* el cociente
de dividir b entre n, como 7 es el residuo en.ambos casos, tenemos:
a=nq+r
b=nqg"'+r.
Restando estas igualdades:
a—b=ng—ng' +r—r
y como r —r =0, nos queda:
a—b=nq—ngq'.
Sacando n factor comiin:
Lasv=ng=q)
lo que nos dice que la diferencia a — b contiene a n un numero exacto de

veces, (g — q') veces o sea que n divide a la diferencia a - b, que era lo que
queriamos demostrar.

Vil. TEOREMA

Todo nimero que divide a la suma de dos sumandos y a uno de
éstos, tiene que dividir al otro sumando.
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Sea la suma 8 + 10 =18. El nimero 2 divide a 18 y a 10 (hipdtesis).
Vamos a probar que 2 divide a 8 (tesis).

En efecto: 18 —10=8. 2 divide a 18 y a 10 por hipotesis; luego, tie-
ne que dividir a su dilerencia 8, porque hay un teorema (242) que dice
que todo nimero que divide a otros dos divide a su diferencia; luego,
2 divide a 8, que era lo que queriamos demostrar.

DEMOSTRACION GENERAL

Fn la suma a + b =5, el nimero n divide a 5 y al sumando a (hipite-
sis). Vamos a probar que n divide al otro sumando b (tesis).

En efecto: s—a=0b. El nimero n divide a 5 y a a por hipdtesis, lue-
go tiene que dividir a su diferencia b porque hay un teorema que dice
(242) que todo niimero que divide a otros dos divide a su diferencia, luego
n divide a b, que era lo que queriamos demostrar.

Viil. TEOREMA

Todo nimero que divide a uno de dos sumandos y no divide al
otro, no divide a la suma.

Sea la suma 10 + 13 =23. El nimero 5 divide a 10 y no divide a 13
(hipitesis). Vamos a probar que 5 no divide a 23 (tesis).

En clecto: 23 — 10 = 13.° Si 5 dividiera a 23, como 5 divide a 10 (por
hipotesis), tendria que dividir a la dilerencia entre 23 y 10, que es 13, por-
que todo niamero que divide a otros dos divide a su diferenaa, pero es
imposible que 5 divida a 13, porque va contra lo que hemos supuesto:
luego, 5 no divide a 23.(1)

DEMOSTRACION GENERAL

Sea la suma a + b =s. El nimero n divide a a y no divide a b (hipd-
tesis). Vamos a probar que n no divide a s (tesis).

En electo: s—a=b. Si n diviera a 5, como n divide a a por hipt'm:sis
tendria que dividir a la diferencia enwre 5 y a que es b, porque todo nu-
mero que divide a otros dos divide a su difcrencia, pero es imposible que
n divida a b porque va contra lo que hemos supucsto, luego n no divide
a 5, que cra lo que queriamos demostrar.

IX. TEOREMA

Todo niimero que divide al dividendo y al divisor de una division
inexacta, divide al residuo.
Sea la divisidn 2'?5 I_B; El niimero 3 divide al dividendo 24 y al divi-
sor 9 (hipotesis). Vamos a probar que 3 divide al residuo 6 (tesis).
En toda division inexacta el residuo por defecto es la diferencia entre
el dividendo y el producto del divisor por el cociente; luego:
24-9x2=6.

(1) Este método de demostracién se Hama de “reduccién al absurdo™.
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Ahora bien: En la diferencia anterior 3 divide a 24 y a 9 por hipo-
tesis. Si 3 divide a 9, tiene que dividir a 9 X 2 que es un miltiplo de 9,
porque hay un teorema (241) que dice que todo numero que divide a otro
divide a sus multiplos, y si 3 divide al minuendo 24 y al sustraendo 9 x 2,
ticne gque dividir a su diferencia que es el residuo 6, porque todo numero
que divide a otros dos divide a su diferencia; luego, 3 divide a G, que era
lo que queriamos demostrar.

DEMOSTRACION GENERAL

Sea la division I’L_ El nimero n divide al dividendo D y al divisor d
(hipotesis).  Vamos a prc-bar que n dw:de al residuo R (tesis).

En efecto:  D—dc=R.

Ahora bien, en la dilerencia anterior n divide a D y a d por hipotesis.
Si n divide a d uene que dividir a de porque todo niimero que divide a
otro, divide a sus muluiplos y si n divide a D y a de tiene que dividir a su
diferencia, que es R, porque todo niimero que divide a otros dos, divide
a su dilerencia; luego, n divide a R, que era lo que queriamos demostrar.

X. TEOREMA

Todo mimero que divide al divisor y al resto de una division ine-
xacta, divide al dividendo.

Sea la division 23 I—ﬁ;- El nimero 2 divide al divisor 8 y al residuo
por defecto 4 (hipotesis). Vamos a probar que 2 divide al dividendo 28
(resis).

En efecto: En toda division inexacta el dividendo es igual al produc-
to del divisor por el cociente mas el rcs:duo luego:

[ —

Ahora bien, 2 divide a 8 y a 4 por hipdl.esis. Si 2 divide a 8, uene
que dividir a 8 X 3, que es un multiplo de 8, porque todo nimero que
divide a otro, divide a sus multiplos, y si 2 divide a 8 X 3 y a 4, tiene que
dividir a su suma porque hay un teorema (238) que dice que todo nimero
que divide a otros varios divide a su suma; luego, 2 divide a 28, que era
lo que queriamos demostrar.

DEMOSTRACION GENERAL
Sea la division HL_ Sca el nimero n que divide a d y a R (hipotesis).
Vamos a probar que n div |de aD ([esm)

En efecto:

Ahora bien, n divide a d y a R por hipdtesis. Si n divide a d, tiene
que dividir a de porque hay un teorema que dice que todo numero que
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divide a otro, divide a sus multiplos, y si n divide a dc y a R, tiene que di-
vidir a su suma, que es D, porque todo nimero que divide a otros dos
divide a su suma (238); luego, n divide a D, que era lo que queriamos de-

mostrar.
3» EJERCICIO 77
1. ¢Qué es la suma de un mualtiplo de 5 con otro miltiplo de 5?2 ¢(Por qué?
2. ¢Por qué no puede ser impar la suma de dos nimeros pares?
3. ¢Qué clase de nimero sera la suma de tres nimeros pares? ¢(Por qué?
4. ¢Es par o mmpar la suma de dos nimeros impares? jPor qué?
B. ¢Sera divisible por 5 la suma de 17, 21 y 377 (Por qué?
6. ¢Serd divisible por 5 la suma de 9, 11 y 25?2 ¢Por qué?
7. ¢Serd divisible por 5 la suma de 17, 21 y 36? ¢Por qué?
8. ¢Seri divisible por 8 la suma de 6, 9 y 11? ¢(Por qué?
9. Si un nimero divide al sustraendo y al resto, divide al minuendo. ¢Por
ué?
10. (li)ig:-l. sin efectuar la division, cudl es el residuo de dividir la suma de
11, 14 y 21 cntre 7. ;Por qué?
11. Diga, sin efectuar la division, cudl es el residuo de dividir la suma de
21 y 35 entre 5. (Por qué?
12. ¢kEs par o impar la suma de un nimero par con uno impar? Por qué?
13. ¢3 divide a 9? ¢Por qué divide a 27?
14, ¢Qué os la diferencia entre un multiplo de 11 y otro multiplo de 117
¢Por qué?
15. Si un ntmero divide al minuendo y al resto, ¢divide al sustraendo?
¢Por quér?
16. ¢Divide 7 a 21 y 352 ¢Dividird a 14? ¢Por qué?
17. ¢Es par o impar la diferencia entre dos nimeros pares? ¢Por qué?
16. ¢Es divisible por 2 la diferencia de dos nimeros impares? (Por qué?
19. ¢Divide 5 a la diferencia de 132 y 267? ¢Por qué?
20. ¢ks divisible por 2 la diferencia e¢ntre un nimero par y uno impar?
(Por qué?
21. ¢Divide 3 a 19 y 21? ¢Dividird a 40? ¢Por qué?
29 S1 un nimero divide al sustraendo y no divide al resto, gdivide al mi-
nuendo? ¢Por qué?
23 ¢Qué clase de nimero es el residuo de la divisién de dos nimeros pares,
si los hay? ¢Por qué?
24. Si el dividor y el resto de una divisién inexacta son multiplos de 5, ¢qué
ha de ser el dividendo? ¢Por qué?
95. El residuo de la divisién de 84 entre 9 es 3. Diga sin efectuar la divisidn,
¢cudl seri el residuo de dividir 168 entre 28; 28 entre 3.
26. ¢Qué clase de numeros son los miltiplos de los numeros pares? ¢Por qué?
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CARACTERES DE DIVISIBILIDAD CAPMITULO XV"I

248) CARACTERES DE DIVISIBILIDAD son ciertas sefiales de los niimeros
que nos permiten conocer, por simple inspeccién, si un nimero es di-
visible por otro.

@ DIVISIBILIDAD POR LAS POTENCIAS DE 10

Sabemos (178) que para dividir un niimero termina-
do en ceros por la unidad seguida de ceros, se suprimen 850 + 10 =85
de la derecha del niimero tantos ceros como ceros acom- 12500 + 100 = 125
pafien a la unidad, y lo que queda es el cociente exac-/ 18000 + 1000 = 18, etc.
to. Asi:

Luego, un niimero es divisible por 10 cuando termina en cero, por-
que suprimiendo este cero queda dividido por 10 y lo que queda es el co-
ciente exacto. Asi 70, 180 y 1560 son divisibles por 10.

Un nimero es divisible por 10° = 100 cuando termina en dos ceros
porque suprimiendo estos ceros queda dividido por 100 y lo que queda
es el cociente exacto. Asi 800, 1400 y 13700 son divisibles por 100.

Un nimero es divisible por 10° = 1000 cuando termina en tres ceros;
por 10* = 10000 cuando termina en cuatro ceros; por 10° = 100000 cuando

173
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termina en cinco ceros, etc. Asi, 8000 es divisible por 1000; 150000 es di-
visible por 10000; 800000 es divisible por 100000, etc.

En general, todo niimero terminado en ceros es divisible por la uni-
dad seguida de tantos ceros como ceros haya a la derecha del nimero.

DIVISIBILIDAD POR 2

reonEma

Un namero es divisible por 2 cuando termina en cero o cifra par.

1) Que el niimero termine en cero. Sea, por ejemplo, el nimero 40.
40 es divisible por 10 porque termina en cero y 10 es divisible por 2. Aho-
ra bien, si 2 divide a 10, tiene que dividir a 40, que es mdltiplo de 10,
porque todo niimero que divide a otro, divide a sus multiplos.

2) Que el nimero termine en cifra par. Sea, por ejemplo, el nime-
ro 86. Descomponiendo este niimero en decenas y uaidades, tenemos:

. B6=80+6.

En la suma anterior, 2 divide a 80 porque termina en cero y también
divide a 6 porque todo niimero par es divisible por 2; luego, si 2 divide a
80 y a 6, dividird a su suma B6, porque todo nimero que divide a varios
sumandos divide a su suma (238).

3) Que el nimero no termine en cero ni en cifra par. En este caso
¢l nimero termina en cifra impar y no es divisible por 2.

Sea, por ejemplo, 97 =90 + 7. 2 divide a 90, pero no a 7; luego, no
divide a su suma, que es 97, porque hay un teorema que dice que si un
nimero divide a un sumando y no divide al otro, no divide a la suma (245).

Ademads, el residuo de dividir el nimero entre 2 es el que se obtiene
dividiendo por 2 la cilra de las unidades (240). Este residuo, cuando exis-
te, siempre es 1.

DIVISIBILIDAD POR 5

@ TEOREMA

Un nimero es divisible por 6 cuando termina en cero o cinco.

1) Que el nitmero termine en cero. Sea, por ejemplo, el niimero 70.
70 es divisible por 10 porque termina en cero, y 10 es divisible por 5 por-
que lo contiene 2 veces. Ahora bien, si 5 divide a 10, dividird a 70, que
es multiplo de 10, porque todo numero que divide a otro, divide a sus
muluplos.

2) Que el nimero termine en cinco. Sea, por ejemplo, el nume-
ro 145. Descomponiendo este niimero en decenas y unidades, tendremos:

L M=
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En la suma anterior, 5 divide a 140 porque termina en cero, y tam-
bién divide a 5 porque todo nimero es divisible por si mismo; luego, si
el 5 divide a 140 y a 5, dividird a su surna, que es 145, porque todo nimero
que divide a varios sumandos, divide a la suma.

3) Que el nimero no termine en cero ni cinco. En este caso el ni-
mero no es divisible por 5.

Sea, por ejemplo, 88 =80 + 8. 5 divide a 80, pero no a 8; luego, no
divide a 88, porque si un niimero divide a un sumando y no divide al otro,
no divide a la suma.

Ademis, el residuo de dividir el niimero entre 5 es el que se obtiene
dividiendo entre 5 la cifra de las unidades (240). Asi, el residuo de dividir
88 entre § es el que se obtiene dividiendo 8 entre 5, o sea, 3.

DIVISIBILIDAD POR 4

TEOREMA

Un ndamero es divisible por 4 cuando sus dos ultimas cifras de la de-
recha son ceros o forman un miltiplo de cuatro.

1) Que las dos ltimas cifras de la derecha sean ceros. Sea, por ejem-
plo, el nimero 600. 600 es divisible por 100 porque termina en dos ceros,
y 100 es divisible por 4 porque lo contiene 25 veces; luego, si 4 divide
a 100, dividird a 600, que es multiplo de 100, porque todo niimero que
divide a otro, divide a sus miltiplos.

2) Que las dos tltimas cifras de la derecha formen un miltiplo de 4.
Sea, por ejemplo, el nimero 416. Descomponiendo este nimero en cen-
tenas y unidades, tendremos:

- 416=400 +16.
En la suma anterior, 4 divide a 400 porque termina en dos ceros, y
a 16, por suposiri('m, porque hemos supuesto que las dos dluimas cifras
forman un maltiplo de 4; luego, si el 4 divide a 400 y a 16, dividird a su
suma, que es 416, porque si un numero divide a varios sumandos, divide
a la suma.

3) Que las dos ultimas cifras de la derecha no sean ceros ni formen
un multiplo de 4 El nimero no es divisible por 4.

Sea, por ejemplo, 314 =300+ 14. 4 divide a 300, pero no a 14;
luego, no divide a su suma 314, porque todo nimero que divide a un su-
mando y no divide al otro no divide a la suma.

Ademas, el residuo de dividir el niimero entre 4 es el que se obtiene
dividiendo entre 4 el nimero que forman las dos tltimas cifras de la de-
recha (240). Asi, el residuo de dividir 314 entre 4 es el residuo de dividir
14 entre 4, o sea, 2.
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DIVISIBILIDAD POR 25

TEOREMA

Un nimero es divisible por 26 cuando sus dos ultimas cifras de la
derecha son ceros o forman un miltiplo de 26.

1) Que las dos tiltimas cifras de la derecha sean ceros. Sea, por ejem-
plo, el nimero 800. 800 es divisible por 100 porque termina en dos ceros,
y 100 es divisible por 25 porque lo contiene 4 veces; luego, si 25 divide
a 100, dividir4 a 800, que es miltiplo de 100, porque todo niimero que di-
vide a otro, divide a sus multiplos.

2) Que las dos dltimas cifras de la derecha formen un miiltiplo de 26.
Sea, por ejemplo, el nimero 650. Descomponiendo este nliimero en cente-
nas y unidades, tendremos:

650 = 600 + 50.

En la suma anterior, 25 divide a 600 porque termina en dos ceros, y
divide a 50 por suposicion, porque hemos supuesto que las dos ultimas
cifras forman un mualiplo de 25. Luego, si el 25 divide a 600 y a 50, di-
vidird a su suma, que es 650, porque todo nimero que divide a varios
sumandos divide a la suma.

3) Que las dos tliimas cifras de la derecha no sean ceros ni formen
un miiltiplo de 26. El ntiimero no es divisible por 25.

Sea, por ejemplo, 834 =800 + 34. 25 divide a 800, pero no a 34; lue-
go, no divide a la suma, porque si un nimero divide a un sumando y no
divide al otro, no divide a la suma.

Ademis, el residuo de dividir el niimero entre 25 es el que resulta de
dividir el niimero que forman las dos Gltimas cifras entre 25. Asf, el re-
siduo de dividir 834 entre 25 es el de dividir 34 entre 25, o sea, 9.

DIVISIBILIDAD POR 8

TEOREMA

Un namero es divisible por 8 cuando sus tres Gltimas cifras de la
derecha son ceros o forman un multiplo de 8.

1) Que las tres tiltimas cifras de la derecha sean ceros. Sea, por ejem-
plo, el nimero 5000. 5000 es divisibde por 1000 porque termina en tres
ceros, y 1000 es divisible por 8 porque lo contiene 125 veces; luego, si €l 8
divide a 1000, dividird a 5000, que es mualtiplo de 1000 porque todo nimero
que divide a otro, divide a sus multiplos.
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2) Que las wres Gltimas cifras de la derecha formen un multiplo de 8
Sca, por ejemplo, el niamero 6512. Descomponiendo este numero en mi-
llares y unidades, tendremos:

6512 = 6000 + 512.

En la suma anterior, 8 divide a 6000 porque termina en tres ceros, y
a 512, por snposiciim. porque hemos supuesto que el nimero formado
por las tres Gltimas cifras es maltiplo de 8; luego, si el 8 divide a 6000
y a 512, dividird a su suma, que es 6512, porque si un niumero divide a
todos los sumandos, divide a la suma.

3) Que las tres tultimas cifras no sean ceros ni formen un mald-
plo de 8. El nimero no es divisible por 8.

Sea, por ejemplo, 7124 = 7000 + 124. 8 divide a 7000, pero no a 124;
luego, no divide a la suma 7124, porque si un nimero divide a un suman-
do y no divide al otro, no divide a la suma.

Ademis, el residuo de dividir el nimero entre 8 es el que resulta de
dividir €l niumero que forman las tres Gltimas cifras de la derecha entre 8.
Asi, el residuo de dividir 7124 entre B es el de dividir 124 entre 8§, o sea, 4.

DIVISIBILIDAD POR 125

TEOREMA

Un numero es divisible por 126 cuando sus tres tiltimas cifras de la
derecha son ceros o forman un miiltiplo de 125,

1) Que las tres altimas cifras de la derecha sean ceros. Sea, por
ejemplo, el nimero 8000. 8000 es divisible por 1000 porque termina en
tres ceros, y 1000 es divisible por 125 porque lo contiene 8§ veces; luego, si
125 divide a 1000, dividird a 8000, que es multiplo de 1000, porque todo
nimero que divide a otro, divide a sus multiplos.

2) Que las wes ultimas cifras de la derecha formen un miltiplo
de 126. Sea, por ejemplo, el niimero 4250. Descomponiendo este nimero
en millares y unidades, tendremos:

4250 = 4000 + 250.

En esta suma, 125 divide a 4000 porque termina en tres ceros, y a
250, por suposicion; luego, si el 125 divide a 4000 y a 250, dividird a su
suma, que es 4250, porque todo nimero que divide a varios sumandos di-
vide a la suma.

8) Que las tres ultimas cifras de la derecha no sean ceros ni formen
un miltiplo de 126. El nimero no es divisible por 125.
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Sea, por ejemplo, 8156 = 8000 + 156. 125 divide a 8000, pero no a
156; luego, no divide a su suma, porque si un nimero divide a un su-
mando y no divide al otro, no divide a la suma.

Ademds, el residuo de dividir el nimero entre 125 es el de dividir
el nimero que forman las tres Gltimas cifras de la derecha entre 125.

Asi, el residuo de dividir 8156 entre 125 es el de dividir 156 entre
126, o sea, 31.

DIVISIBILIDAD POR 3

LEMA PRIMERO

La unidad, seguida de cualquier nimero de ceros, es igual a un mul-
tiplo de 3 mis la unidad.

En efecto: 10= 8x3+1=m. de 3+1.
1= 33x3+1=m. de 3+ 1.

1000= 333X 3+1=m. de 3+ 1.

10000 =3333x3+1=m. de 3+ 1.

@ LEMA SEGUNDO

Una cifra significativa, seguida de cualquier niimero de ceros, es igual
a un miltiplo de 3 mas la misma cifra.
En efecto:
20=10x2=(m. de 3+1)x2=(m. de ) x2+1xX2=m. de 3+2.
500=100x5=(m.de3+1)x5=(m. de83)x5+1x5=m.de3+5.
6000=1000 x 6=(m. de 3+1)x6=(m. de 3) x6+1x6=m. de 3 +6.

(69 Teoesn

Todo nimero entero es igual a un multiplo de 3 mas la suma de los
valores absolutos de sus cifras.

Sea un nimero entero cualquiera; por ejemplo, 1356.
Vamos a demostrar que
1356 =m. de 34+ (1+38+5+6)=m. de 3+ 15.

En efecto: Descomponiendo este niimero en sus unidades de distinto

orden, tendremos:

1000=m. de 3+ 1

300=m. de 3+3
50=m. de 3+5
6==6

Aplicando lous lemas anteriores, tendremos:
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Sumando ordenadamente estas igualdades, tendremos:
1356 =m. de 3+ (1+3+5+ 6)
1356 =m. de 3+ 15,

que era lo que queriamos demostrar.

O sea,

255) COROLARIO

Un nmimero es divisible por 3 cuando la suma de los valores absolu-
tos de sus cifras es miltiplo de 3.

En efecto: Segiin el teorema anterior, todo nimero entero es igual
a un muluplo de 3 mis la suma de los valores absolutos de sus cifras.

Luego, si la suma de los valores absolutos de las cifras de un nimero
es miiltiplo de 3, dicho nimero se puede descomponer en dos sumandos:
uno m. de 3, que evidentemente es divisible por 3, y el otro, la suma de
los valores absolutos de sus cifras, que también es mualtiplo de 3; y si los
dos sumandos son divisibles por 3, su suma, que serd el nimero dado,
también serd divisible por 3, porque hay un teorema que dice que todo
nimero que divide a varios sumandos también divide a la suma.

Asi, por ejemplo, el nimero 4575 serd divisible por 3 porque la suma
de los valores absolutos de sus cifras, 4 + 5 + 7 + 5 = 21, es un multiplo de 3.

En efecto: Segin el teorema anterior, 4575 = m. de 3 + 2L

El sumando m. de 3, evidentemente, es divisible por 3, y el otro su-
mando, 21, que es la suma de los valores absolutos de las cifras de 4575,
también es divisible por 3. Lucgo, si el 3 divide a los dos sumandos, ue-
ne que dividir a su suma, que es 4575, porque todo nimero que divide
a otros varios tiene que dividir a su suma.

ESCOLIO

Si la suma de los valores absolutos de las cifras de un niimero no es
multiplo de 3, dicho nimero no es divisible por 3.

Asi, por ejemplo, ¢l nimero 989 no es divisible por 3, porque la suma
de los valores absolutos de sus cifras, 9 + 8+ 9 =26, no es multiplo de 3.

En efecto: Sabemos que 989 = m. de 3 + 26.

El sumando m. de 3, evidentemente, es divisible por 3, pero el otro
sumando, 26, que es la suma de los valores absolutos, no es divisible por 3;
luego, la suma de esos dos sumandos, que es el nimero 989, no serd divi-
sible por 3, porque hay un teorema que dice que si un nimero divide
a uno de dos sumandos y no divide al otro, tampoco divide a la suma.

Ademas, en este caso, el residuo de dividir el niimero entre 3 es el
que se obtiene dividiendo entre 3 la suma de los valores absolutos de sus
cifras. Asi, el residuo de dividir 989 entre 3 es el que resulta de dividir
94+B+9=26 enue 3, 0 sea, 2.
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DIVISIBILIDAD POR 8§

@ La divisibilidad por 9 se demuestra de modo andlogo a la divisibili-
dad por 3, pero poniendo nueve donde diga tres; asi que consta de
los dos lemas, el teorema y el corolario siguientes:

LEMA PRIMERO. La unidad seguida de cualquier nimero de ce-
ros es igual a un miliplo de 9 mas la unidad.

LEMA SEGUNDO. Una cifra significativa seguida de cualquier ni-
mero de ceros es igual a un multiplo de  mas la misma cifra.

TEOREMA. Todo nimero entero es igual a un miltiplo de 8 mas
la suma de los valores absolutos de sus cifras.

COROLARIO. Un niimero es divisible por 8 cuando la suma de
los valores absolutos de sus cifras es miluiplo de 8.

Las demostraciones son anilogas a las de la divisibilidad por 3.
Ademis, el residuo de dividir un nimero entre 9 es el que se obtie-
ne dividiendo entre 9 la suma de los valores absolutos de sus cifras.

DIVISIBILIDAD POR 1

LEMA PRIMERO

La unidad, seguida de un nimero par de ceros, es igual a un milti-
plo de 11 mis la unidad.

En efecto:
100 11 100=11x9+1=m. de 11+ L
19
10000 11 10000=909 x 11+ 1=m. de 11 + 1.
100 909
1

@LEHA SEGUNDO
b La unidad, seguida de un nimero impar de ceros, es igual a un mul-
tiplo de 11 menos la unidad.

En efecto:
10=11—-1=m. de 11-1.
1000 [ll_ 1000=11x90+10=m. de 114+10=m. de 11+11—1=m. de 11-1.
10 90
100000 I_I_L_ 100000=11x9090+10=m. de 11+10=m. de 114+11—1=m. de 11-1.
100 9090

10
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(263) LEMA TERCERO
™~ Una cifra significativa, seguida de un niimero par de ceros, es igual
a un multiplo de 11 mas la misma cifra.
En efecto:
400=100x4=(m. de 11 +1)x4=(m. de 11)X4+1X4=m. de 11 +4.

60000=10000 x 6=(m. de 11 +1)X6=(m. de 11)X6+1X6=m. de 11+6.

" =
(264) LEMA CUARTO
Una cifra significativa, seguida de un nimero impar de ceros, es
igual a un miliiplo de 11 menos la misma cifra.
En efecto:
W=10x9=(m. de 11 —1)X9=(m. de 11) X 9—1X9=m. de 11 - 9.

4000=1000 x4 =(m. de 11—1)x4=(m. de 11) x4 —1x4=m. de 11 —4.

@ TEOREMA
Todo nimere entero es igual a un multiplo de 11 mas la diferencia
entre la suma de los valores absolutos de sus cifras de lugar impar y la
suma de los valores absolutos de sus cifras de Jugar par, contando de de-
recha a izquierda.
Sea, por ejemplo, el nimero 13947. Vamos a demostrar que
18947 =m. de 11 +[(T+9+1)—(4+3)]=m. de 11+(17—7)=m. de 11+10.

En efecto: Descomponiendo -este nimero en sus unidades de distinto
orden, tendremos:

13947 = 10000 + 3000 + 900 + 40 + 7.

Aplicando los lemas anteriores, tendremos: 10000 = m. de 11+ 1
3000=m. de 11 -3
900 =m. de 11+ 9
40 =m. de 11 —4
T=7

Sumando ordenadamente estas igualdades:
13947 =m. de 11 + [(T+ 9+ 1) — (4 + 3)] = m. de 11 + (17 — 10)

il 13947 = m. de 11+ 10
que era lo que queriamos demostrar

COROLARIO

Un nimero es divisible por 11 cuando la diferencia entre la suma
de los valores absolutos de sus cifras de lugar impar y la suma de los va-
lores absolutos de sus cifras de lugar par, de derecha a izquierda, es cero
o multiplo de 11
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1) Que la diferencia entre la suma de los valores absolutos de las
cifras de lugar impar y la suma de los valores absolutos de las cifras de
lugar par sea cero.

Sea, por ejemplo, el nimero 4763, en el cual tenemos

(3+7)—(6+4)=10—10=0.
Vamos a demostrar que este nimero es divisible por 11.
En efecto: Segin el teorema anterior, tenemos:
4763=m. de 11 +[B8+T7) —(6+4)]=m. de 11+ 0
0 sea 4763 = m.dl!ll. ‘

4) Que la diferencia entre la suma de los valores absolutos de las
cifras de lugar impar y la suma de los valores absolutos de las cifras de
lugar par sea miliplo de 11.

Sea, por ejemplo, el niimero 93819, en el cual tenemos:

O+84+9)—-(1+3)=26—4=22=m. de 11

Vamos a demostrar que este numero es divisible por 11.

En efecto: Sabemos que

93819 =m. de 11 +[{9+8+9)— 1+3)]—-m de 11+ (26 —4),

o sea, 9 = :

Aqui vemos que el niimero 91H19 es la suma de dos sumandos que son
m. de 11 y 22. Uno de ellos m. de 11, evidentemente es divisible por 11,
y €l otro sumando, 22, que es la diferencia entre la suma de los valores ab-
solutos de las cifras de lugar impar y la suma de los valores absolutos de
las cifras de lugar par, también es multiplo.de 11; luego, si el 11 divide
a los dos sumandos, tiene que dividir a su suma, que es el niimero 93819,
porque hay un teorema que dice que si un nimero divide a otros varios,
también divide a su suma.

OBSERVACION

Si la diferencia entre la suma de los valores absolutos de las cifras de
lugar impar y la suma de los valores absolutos de las cifras de lugar par

de un nimero no es cero ni miltiplo de 11, dicho nimero no es multi-
plo de 11

Sea, por ejemplo, el nimero 5439, en el cual tendremos:

(9+4)—(3+5)=13—8=5.
Sabemos que
5439 = m. de 11 + [(9 + 4) — (3 + 5)]

O sea,

El sumando m. de 11, evidentemente, es divisible por 11, pero el otro
sumando, 5, no lo es; luego, su suma, que es el niumero 5439, tampoco serd
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divisible por 11, porque todo niamero que divide a uno de dos sumandos
y no divide al otro, tampoco divide a la suma.

Ademis, en este caso, el residuo de dividir el nimero entre 11 es el
que se obtiene dividiendo entre 11 la diferencia entre la suma de los va-
lores absolutos de las cifras de lugar impar y la suma de los valores ab-
solutos de las cifras de lugar par.

Asi, el residuo de dividir 1829 entre 11 es el que resulta de dividir
(9+8)—(2+1)=14 entre 11, o sea, 3.

Si la suma de las cifras de lugar impar es menor que la suma de las
cifras de lugar par, se aumenta la primera en el miiltiplo de 11 necesario
para que la substraccion sea posible. Ello no hace variar el residuo.

Asi, quiero saber cudl es el residuo de la division de 8291 entre 11.
Tengo: (1+2)—(9+8)=3—-17. Como no puedo restar, aitado al 3 el
multiplo de 11 que necesito para que la resta sea posible, en este caso 22,
y tengo: (3 +22) - 17=25—17 =8, El residuo de 8291 entre 11 es 8.

DIVISIBILIDAD POR 7

Un nimero es divisible por 7 cuando separando la primera cifra de
la derecha, multiplicandola por 2, restando este producto de lo que queda
a la izquierda y asi sucesivamente, da cero o miiluplo de 7.

Ejemplos I

2058 x2=16
= 16
(1) Para saber si el nimero 2058 es di- 189 % 2 =18 da cero, luego 2058 es
visible por 7, haremos lo siguiente: -18 divisible por 7.
0
240" x2=2
= 2
(Z) Averiguar si el nimero 2401 B X 2=16 da multiple de 7, luego
es divisible o no por 7. ShE 2401 es divisible por 7.
07
591 x2=2
- 2
(3) Averiguar si 591 es ?7)(2: 14 no da 0 ni mdltiplo de 7, luego
o no divisible por 7. —14 591 no es divisible por 7.
9

OBSERVACION

Si el producto de la primera cifra de la derecha por 2 no se puede restar de lo
que queda a la izquierda, se invierten los términos de la resta,
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DIVISIHILIDAD POR 13

Un niimero es divisible por 18 cuando, separando la primera cifra de
la derecha, multiplicindola por 9, restando este producto de lo que queda
a la izquierda y asi sucesivamente, da cero o multiplo de 13.

Ejemplos I
J 145 X 9 = 54
— 54
(1) Averiguar si el nimero 091 X9=9 da cero, luego 1456
1456 es miltiplo de 13. -9 es divisible por 13.
0
195X 9=45
(2) Averiguar si 195 — 45 da 26, que es miltiplo de 13,
es divisible por 13. % lvego 195 es divisible por 13.
2139 X 9 =8Il
— 81
(3) Averiguar si 2139, = da 5, lvege 2139 no
s divisible por 13. 132X '8 o divisible por 13.

5
DIVISIBILIDAD POR 17

Un nimero es divisible por 17 cuando, separando la primera cifra de
la derecha, multiplicindola por b, restando este producto de lo que queda
a la izquierda y asi sucesivamente, da cero o miltiplo de 17.

Ejemplos
] 2142 5=10
— 10
(1) Averiguar si el nime- . = da cero, luego 2142
N2 esm del7. _ag 70 20 e divisible por 17.
0
3524 % 5=20
(2) Averiguar si 3524 ___:;_.i. da 23, lvege 3524 no
es m. de 17. 332x5=10 es divisible por 17.
- 10

—_—

23
@DIVISIBILIDAD POR 19
Un mimero es divisible por 18 cuando, separando la primera cifra de
la derecha, multiplicindola por 17, restando este producto de lo que que-
da a la izquierda y asi sucesivamente, da cero o miltiplo de 19.



CARACTERES DE DIVisiBiLiDaD @ (85

7 x17=17
(1) Averiguar si 171 —17 da cero, luego
es divisible por 19. e 171 es m. de 19,
150l X 17=17
- 17
(2) Averiguar : s da 38, que es m. de 19, lve-
si 1501 es m. de 19. _;?3’('7 St g0 VOF w divikible ger 19
B

DIVISIBILIDAD POR NUMEROS COMPUESTOS

Véase ntimero 297.

EJERCICIO 78

¢lor cuiles de los nimeros 2, 3, 4, 5 son divisibles 84, 375, 1362

¢Por cuiles de los nimeros 2, 3, 4. 5, 11 y 25 son divisibles 175, 132,

165, 1894, 12344, 121337

¢Por cuales de los nimeros 8, 125, 11 y 13 son divisibles 8998, 1375, 7512,

81922

¢Por cuiles de los nimeros 7, 11, 13, 17 y'19 son divisibles 91, 253, 169,

187, 209, 34573, 2227, 28697

Diga, por simple inspeccion, cual es el residuo de dividir 835 enure 2; 128

entre 5, 215 enwre 4; 536 entre 25; 1046 entre 8.

6. Diga, por simple inspeccion, cuil es el residuo de dividir 95 entre 3;
1246 entre 3; 456789 entre 3; 986547 entre 9; 2345 entre 11; 93758 entre
11: 7234 entre 11; 925191 entre 11.

7. Diga cuil es Ja menor cifra que debe anadirse al nimero 124 para que
resulte un nimero de 4 afras maltiplo de 3.

8. Diga qué tres cifras distintas pueden anadirse al nimero 562 para formar
un multiplo de 3 de 4 cifras.

9. Diga ;‘m'- cifra debe suprimirse en 857 para que resulte un nimero de
dos cifras multiplo de 3.

10. Diga qlui: cifra debe anadirse a la derecha de 3254 para que resulte un
multiplo de 11 de cinco cifras.

11. Para hallar el mayor muluplo de 3 contenide en 7345, ¢en cudnto se
debe disminuir este nimero?

12. Diga cudl es ol mayor multiplo de 9 contenido en 7276.

13. Para hallar el mayor miltiplo de 11 contenido en 2735, ¢en cudnto se
debe disminuir este niamero?

14. (Cudl es la diferencia entre 871 y €l mayor miltiplo de 9 coéntenido en éI?

> e o Y

o
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PRUEBA DE LAS OPERACIONES FUNDAMENTALES
POR LOS CARACTERES DE DIVISIBILIDAD

271) Los caracteres de divisibilidad, principalmente por § y por 11, se apli-
can a la prueba de las operaciones fundamentales, constituyendo lo
que se llama prueba del 8 y prueba del 11.

Para ello hay que tener presente que el residuo de dividir un niime-
ro entre 9 se obtiene dividiendo entre 9 la suma de los valores absolutos
de las cifras del mimero y que el residuo de dividir un niimero entre 11
se obtiene dividiendo entre 11 la diferencia entre la suma de los valores
absolutos de las cifras de lugar impar y la suma de los valores absolutos
de las cifras de lugar par del nimero.

En la prictica, para hallar el residuo de dividir un nimero entre 9
0 exceso sobre 9 del niimero, se suma cada cifra con la siguiente, restan-
do 9 cada vez que la suma sea 9 o mayor que 9, y si alguna cifra del nu-
mero es 9, no se tiene en cuenta.

Asi, para hallar el residuo de dividir 64975 entre 9, diremos: 6 y 4, 10;
menos 9, 1; 1 y 7, 8 (el 9 no se toma cn cuenta); 8 y 5, 13; menos 9, 4. El
residuo de dividir el nimero entre 9 es 4.

1. SUMA
PRUEBA DEL 9

272) Se halla el residuo entre 8 de cada sumando; el residuo entre 8 de la
suma de estos residuos tiene que ser igual, si la operacién esti correc-
ta, al residuo entre 9 de la suma total.

Operacién Prueba
Ejemplo 2345  Residuo entre 9 de  2345............... 5
e 3 + 7286 L " [T ng& --------------- 5
138797 S RN [« - S
e Sumo de estos residuos. .. .......ooiiianns 18
148428 Residuo de esto suma entre 9............. 0
Residuo de la suma 148428 entre 9....... 0

PRUEBA DEL 11

El procedimiento es semejante. Asi, en el ejemplo anterior, ten-
dremos:

Residuo entre 11 de 2345. (5+3)—(44+2)]=8—6=2,
Residuo entre 11 de 7286. (6+2)—(8+7)=8—15
=(8+11)—15=4.
Residuo entre 11 de 138797 (74+74+3)—(94+84+1)=17—18
=(174+11)=—18=10.
Suma de estos residUOS .....ooveeiuninnenanenneconcsneeonnnnsncncnses 16

Residuvodeestasumaentre 11 .......ccivnoruronncrncnnacnssnnnans 6—1=
Residuo de la suma 148428 entre 11: .... (8+ 4+ 4)—(24+8B+1)=16—11=5
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1i. RESTA

E] minuendo de una resta es la suma de dos sumandos, que son el

sustraendo y la diferencia.  Por tanto, podemos aplicar, para probar
la resta, la regla dada para probar la suma, considerando como sumandos
¢l sustraendo y la dilerencia y como suma total el minuendo.

PRUEBA DEL 9

Se halla el residuo entre 9 del sustraendo y de la diferencia; el residuo
entre 9 de la suma de estos residuos tiene que ser igual, si la opera-
cion esta correcta, al residuo entre 8 del minuendo.

Ejemp s I Operacidén Prusba

75462 Residuo entre 9 de 61034.. ... i siis B

— 61034 i o an VBRIRY: saiisivaess |
— Surnn deestos residUos .... coocuvrnnnncas P
14428 Residvoentre 9de 6. ...... cooevvvnnnnnn. é
Residuo entre 9 de 75462. .. .............. é

PRUEBA DEL 11

El procedimiento es semejante. Asi, en el ejemplo anterior, se

tendra:
Residuo entre 11 de 61034........... (44 6)—(3+1)=10—4=6
Residuo entre 11 de 14428....... (B+441)—[24+4)=13—6=7
Suma de es1os residuoB. «vonveeearsenessMheseeeoneiocensnssnsnnn 13
Residuo entre 11 de 13.. .o reei e ieiiinnnnnannn 3—1=2
Residuo entre 11 de 75462....... [2-}-4-1—7] [6+5}“13—H=?.

1ll. MULTIPLICACION

PRUEBA DEL 9

277! Se halla el residuo entre 9 del multiplicando y del multiplicador; el
residuo entre 9 del producto de estos residuos tiene que ser igual, si
la operacion esta correcta, al residuo entre 9 del producto toral.

- ién Prueba
Ejemplo Ny
186 Residuo de 186 entre 9 &

x 354 Residuo de 354 entre 9............... 3
e Producto de estos residvos............ |8
744 Residuo entre 9 de 18................ 0

saa)  Residuo entre 9 del producto 65644.... g

65844
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En la préctica lo operocién suele disponerse como se indico o
continuacin:

. Residuo de 186"

Residuo de 6 X 3

7 Residuo de 354
PRUEBA DEL 11

278} En el ejemplo anterior se tendri:

Residuo entre 11 de 186.............. (6+1)—B=7—8=(7+11)—B=10
Residuo entre 11 de 354 .. ...niinniiiiiiiiicennnnns 44+3)—5=7—5=2
Producto de estos residuos. . . ....cvviieienre connnmnsceensncscnsnsnsnsnnns 20
Residuo entre 11 de este producto..........c.vvunnnn 0—-2=[0+11)—2=9
Residuo entre 11 del producto 65844........ (d+8B+6)—(4+5)=1B—9=09.

1V. DIVISION

@ Como el dividendo de una division exacta es el producto de dos fac-
tores que son el divisor y el cociente, para probar una division exacta,
aplicaremos la regla dada para probar un producto considerando como
factores el divisor y el cociente y como producto el dividendo.
Si la division es inexacta, el dividendo es la suma de dos sumandos
que son el producto del divisor por el cociente y el residuo; luego, podre-
mos aplicar la regla anterior y la regla dada para la suma.

PRUEBA DEL 9

Se halla el residuo entre 9 del divisor y del cociente; se multiplican

estos residuos y al producto que resulte se le ahade el residuo en-
tre 9 del residuo de la divisién, si lo hay. El residuo entre 9 de esta suma
tiene que ser igual, si la operacién esti correcta, al residuo entre 9 del
dividendo.

Prueba
I Ejemplos I Residuo de 2134

(1) Operocién
1839508 | 2134 Residuo de 1 X 7 Residuo de 1839508
13230 862
4268
0000
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(Z) Operacién Prueba

449560 ]516

) T paidio de 3T +7

124

Residuo de 449560

El7quesesumaa3 X7 es

el residuo de 124 entre 9. Residuo de B71

PRUEBA DEL 11

@ El procedimiento es semejante, pero hallando los residuos entre 11,
del modo como se han hallado antes.

Asi, en el ejemplo anterior tendremos:
Residuo entre 11 de 516

Residuo entre 11 de 10X 2+3 Residuo entre 11 de 449540

Residuo entre 11 de B71

GARANTIA DE ESTAS PRUEBAS

Es relativa. Si la prueba no cumpie los requisitos que se han indi-
cado en cada caso, podemos tener la seguridad de que la operacién estd
mal, pero si la prueba da bien, no podemos tener la seguridad de que la
operacién esta correcta, pues las cifras pueden estar mal halladas, pero ser
la suma de sus valores absolutos igual a la de las cifras correctas, y la prue-
ba dar bien.

Ademds, en la prueba del 9 no se atiende al lugar que ocupan las
cifras, asi que teniendo cifras iguales a las correctas, pero en distinto or-
den, la prueba dard bien. La prueba del 11, por tener en cuenta el lugar
de las cifras, es de mas garantia que la del 9, pero es mucho mas laboriosa.
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Al descubrir Euclides la infinitud de la serie de los numeros primos, alcanzé su miximo desarrolio Ia teo-
ria de los nimeros entre los griegos. No se volvieron a hacer progresos én este campo, hasta que Fermat,

en 1630-65, propuso su teorema sobre los exponentes primos, L. S. Dickson afirma en su "'History of theory

of numbers" mnluaﬁmnmmmhlmmdﬂlhmwﬂnﬂnmmm

TEORIA DE LOS NUMEROS PRIMOS CAPITULO XIX

283 Hemos visto (228) que mimeros primos absolutos son los que sola-
mente son divisibles por ellos mismosy por 1, como 17, 81, 53.

@ NUMEROS PRIMOS ENTRE SI O NUMEROS PRIMOS RELATIVOS

son dos 0 mds numeros que no tienen mas divisor comin que 1.

El mayor divisor comin o méximo comun divisor de varios nimeros
primos entre si es 1. Asi, 8 y 15 son primos entre si o primos relativos
porque su Unico factor comin es 1, porque 8 es divisible por 2, pero 15
no, y 15 es divisible por 3 y por 5, pero 8 no.

7,12 y 15 son primos entre si porque 7 no divide a 12 ni a 15; 2 di-
vide a 12, pero no a 7 ni a 15; 3 divide a 12 y a 15, pero no a 7; 5 divide
a 15, pero no a 7 ni a 12; luego, su tnico divisor comiin es 1.

12, 14 y 18 no son primos entre si, porque 2 los divide a todos; 35,
70 y 45 tampoco son primos entre si porque 5 los divide a todos.

Obsérvese que para que dos o mas niimeros sean primos entre s{ no
es necesario que sean primos absolutos. Asi, 8 no es primo, 15 tampoco,
y sin embargo, son primos entre si: 7 es primo, 12 no lo es y 25 tampoco
y son primos entre si. Ahora bien, si dos o mds nimeros son primos ab-
solutos cada uno de ellos, evidentemente serdn primos entre si.

190
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@ NUMEROS PRIMOS ENTRE 51 DOS A DOS son tres o mds numeros
tales que cada uno de ellos es primo con cada uno de los demas.

Asi, B, 9 y 17 son primos dos a dos, porque el 8 es primo con 9 y con
17, y el 9 es primo con 17; 5; 11, 14 y 39 son primos dos a dos, porque
5 es primo con 11, con 14 y con 349; 11 es primo con 14 y con 39; y 14 es
primo con 39,

10, 15, 21 y 16 son primos entre si, porque el Gnico nimero que los
divide a todos es 1, pero no son primos dos a dos, porque 15 y 21 tienen
¢l factor comun 3.

Si varios nameros son primos dos a dos, necesariamente son primos
entre si, pero siendo primos entre si pueden no ser primos dos a dos.

NUMEROS CONSECUTIVOS son dos o mds niimeros enteros tales, que
cada uno se diferencia del anterior en una unidad.
Los nimeros consecutivos representan conjuntos que se diferencian
en un elemento.

Ejemplos 5y620y227,8y9 18,19, 20y 21.

Dos ndmeros enteros consecutivos se expresan por las férmules ny n = 1.

Asi, sines 5 n+l serd 6 y n—1 ser6 4. Evidentemente, 5y 6 6 4 y 5 son con-
seculivos.

De dos nimeros consecutives, uno es par y ofro impar.

Dos nimeros enferos consecutivos son primos entre si. En efecto: Si los nimeros
consecutivos n y n+ 1 tuvieron un divisor comin distinto de lo unidad, este divisor
comin dividirio a su diferencio, porque tede divisor de dos nimeros divide o su
diferencio (242); pero la diferencia entre n y n + 1 es lo unidod, luego ese divisor
tendria que dividir o la unided, lo cuol es imposible,

Los férmulos pora expresor tres o més nimeros enteros conseculivos son: n, n+ 1,
n+2, n+3... atambien, n, n—1,n—2, n—3... Tres o mds nimeros enteras
conseculives son primos entre si. =

- EJERCICIO 79
1. Escribir dos nuameros, tres numeros, €ualio numeros primos entre si.
2. Escribir dos nameros comipuestos, (1es nimeros compuestos primos entre si.
3. Fscribir cuatro ndmeros compuestos primos entre si.
4. Escribir cuatro ndmcros impates, scis nUmeros impares, primos entre si.
5. ¢Es posible que varios nimcros pares sean primos entre si?
6. ¢Puede haber varios nimeros mialtuiplos de 3 que scan primos entre si?
7. Diga si los siguientes grupos de nimeros son o no primos entre si:
a) 9, 14 y 21. e) 22, 33, 44, 56 y 91
b) 12, 24 y 42 f) 14, 21, 28, 35 y 26.
¢) 15, 18, 12 y 28. g) 34, 51, 68, 8H y 102.

d) 26, 39, 42 y 6a.
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B.
9.
10.

16.

16.

17.
18.

18.

21.

24

Los numeros 23, 46 y 69 no son primos entre si porque...
42, 63, 91 y 105 no son primos entre sf porque...
¢Son primos dos a dos los siguientes grupos de niimeros?:

a) 5, 81y 10. d) 18, 45 y 37.
b) 6, 35y I8. €) 13, 17, 16 y 24.
9 9, 2 yl4 f) 22 35 33y 67.

Escribir tres mimeros, cuatro nimeros primos entre si dos a dos.

Escribir tres niimeros compuestos, cuatro nimeros compuestos, primos en-
tre si dos a dos.

Los numeros 8, 9, 10 y 15, ¢son primos entre si? (Y primos dos a dos?

Decir si los siguientes grupos de nimeros son primos entre s y si lo
son dos a dos:

a) 10, 18 y 21. d) 24, 36, 42, 60 y 8L
b) 14, 26, 34 y 63. € 7,9 11,13, 15 y 17.
) 19, 38, 57 y 76. f) 517 17, 10, 14 y 32.

De los niimeros 24, 31, 27, 36, 42, 53 y 14 formar: Un grupo de cuatro
nimeros que no sean primos entre si; un grupo de cuatro que sean primos
entre si; un grupo de cuatro que sean primos dos a dos.

De los nimeros 28, 35, 17, 14, 26 y 15 formar un grupo de tres nimeros

3ue no sean primos entre si; un grupo de cinco que scan primos entre
y un grupo de tres que sean primos dos a dos.

Escribe cinco nimeros impares primos entre si dos a dos.

Diga si los nimeros 14, 18, 24, 35 y 56 son primos entre sf y si lo son
dos a dos.

Diga si los nimeros 17, 24, 85, 59 y 97 son primos entre si y si lo son
dos a dos.

De los nimeros 24, 31, 35, 37, 45, 47, 49, 57, 67, 83 y 87 formar un
grupo de cinco nimeros que scan(E;imos entre si y un grupo de tres
nimeros que sean primos entre si a dos.

De los ntmeros 24, 31, 35, 37, 45, 47, 57, 67, 83 y 86 formar un grupo
de cinco nimeros primos entre si dos a dos.

Las edades de Pedro y Juan son dos nimeros enteros consecutivos cuya
suma es 51. Si Pedro es el menor, gcudl es la edad de cada uno?

Si Enrique tiene un afo menos que Basilio y ambas edades suman 103
afios, gcudl es la edad de cada uno?

Las edades de Pedro, Juan y Enrique que son tres niimeros enteros con-
secutivos, suman B7 afios. Si Enrique es el menor y Pedro el mayor,
¢cudl es la edad de cada uno?

Un comerciante comprd el lunes cierto niimero de sacos de frijoles; el
martes comprdé un saco mds que los que comprd el lunes; el miérooles
uno mis que el martes, y el jueves uno mis que el miércoles. Si en los
4 dias adquirié 102 sacos, ¢cudntos comprd a dia?

¢Qué factor comun tienen 8 y 9; 10, 11 y 12; 84, 83, 82 y 812



TEORIA DE LOS NUMEROS PRIMOS @ 193

PRINCIPIOS FUNDAMENTALES SOBRE
NUMEROS PRIMOS

@ I. TEOREMA

Todo nimero compuesto tiene por lo menos un factor primo ma-
yor que 1.

Sea el nimero compuesto N. Vamos a demostrar que N tiene por lo
menos un factor primo mayor que 1.

En efecto: N, por ser compuesto, tiene que poseer algin divisor dis-
tinto de si mismo y de la unidad que llamaremos N’, el cual tiene que ser
primo o compuesto. Si N' es primo, ya queda demostrado el teorema,
porque N tendrd un divisor primo mayor que 1. Si N’ es compuesto ten-
drd que tener un divisor distinto de N’ y de la unidad que llamaremos N,
¢l cual serd divisor de N porque N es multiplo de N’ y todo niimero que
divide a otro divide a sus multiplos. N" ha de ser primo o compuesto.
Si N" es primo queda demostrado ¢l teorema; si es compuesto tiene que
tener un divisor distinto de N” y de la unidad que llamaremos N, el
cual dividird 2 N. Este N" ha de ser primo o compuesto. Si ¢s primo,
queda demostrado el teorema y si es compuesto tendri que tener otro di-
visor distinto de si mismo y de la unidad, que llamaremos N"”, el cual
dividird a N y asi sucesivamente. Ahora bien, como estos divisores se van
haciendo cada vez menores, pero siempre mayores que la unidad, y no ha-
biendo un niimero ilimitado de divisores, llegaremos necesariamente a un
nimero primo, que dividird a N. Luego N tiene por lo menos un divi-
sor primo mayor que 1.

5 El nimero compuesto 14 es divisible por los ndmeros primos 2
| E;emplo I y 7: el nimero compuesto 121 es divisible por el nimero pri-

mo 11.

288) 11. TEOREMA

La serie de los nimeros primos es ilimitada, o sea, que por grande
que sea un nimero primo, siempre hay otro nimero primo mayor.

Sea el nimero primo P tan grande como se quiera. Vamos a demos-
trar que hay otro niumero primo mayor que P.

Para hacer la demostracion formemos el producto de todos los mime-
ros primos menores que P, multipliquémoslo por P, anadamos la unidad
y sea N el resultado:

IXZHIHXERTHIIXIEX. .. cnnrnmnns XP+1=N.

N evidentemente es mayor que P y tiene que Ser primo o cOmpuesto.
Si N es primo queda demosirado el teorema, porque habrd un nidmero
primo mayor que P. Si N es compuesto tiene que poseer un divisor primo

7 Aritmética
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mayor que 1, porque hay un teorema (287) que dice que todo nimero com-
puesto tiene por lo menos un divisor primo mayor que 1. Ese divisor pri-
mo de N tiene que ser menor que P, igual a P o mayor que P. Ahora bien,
el divisor primo de N no puede ser menor que P, porque dividiendo a N
por cualquiera de los niimeros primos menores que P daria de residuo la
unidad; no puede ser igual a P, porque dividiendo a N por P daria tam-
bién de residuo la unidad; luego, si N necesita tener un divisor primo y
ese divisor primo no es menor que P ni igual a P, tiene que ser mayor
que P. lLuego hay un numero primo mayor que P, al cual se puede apli-
car el mismo razonamiento; luego, la serie de los nimeros primos es ili-
mitada.

11l. TEOREMA

Si un niimero primo no divide a otro niimero, necesariamente es
primo con él.

Sea el nimero primo a4, que no divide al nimero b. Vamos a demos-
trar que ¢ es primo con b, o sea, que a y b son primos entre si.

En efecto: Fl nimero a, por ser primo, solamente es divisible por a
y por 1. Por lo tanto, los iinicos divisores comunes que pueden tener a
y b son a 6 1. Ahora bien: a no puede ser divisor comin de a y b, por-
que suponemos que a no divide a b; luego, el Gnico divisor comun de a
y b es 1, 0 sea, que a y b son primos entre si, que era lo que queriamos
demostrar. i

Ejemplo El nimero _primo 5 no divide a 14; 5 y 14 son primos entre si.

IV. TEOREMA

Todo niimero que divide a un producto de dos factores y es primo
con uno de ellos, necesariamente divide al otro factor. (V "

Sea el nimero a que divide al producto be y es primo con b. Vamos
a demostrar gue a tiene que dividir al otro factor c.

En electo: Como a y b son primos entre si, su mayor divisor comin
es 1. Multiplicando los mimeros a y & por ¢ resultardn los productos ac
y bc; y el m.c. d. de estos productos serd 1 X ¢, 0 sea ¢, porque si dos nu-
meros se multiplican por un mismo ndmero, su m. ¢. d. queda multiplica-
do por ese mismo nimero (314). Ahora bien: a divide al producto ac por
ser un factor de este producto y al producto be por suposicion; luego di-
vidird al m.c.d. de ac y be que es ¢, porque todo nimero que divide a

() Nuestro deseo de seguir el orden del Programa Oficial, nos ha hecho tratar esia
materia aqui.
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otros dos, divide a su m.c. d. (813). Luego a divide a ¢, que era lo que
querfamos demostrar.

5 divide al producto 7 X 10 =70; y como es primo con 7,

divide a 10.
Y. TEOREMA

Todo nimero primo que divide a un producto de varios factores,
divide por lo menos a uno de ellos.

Sea el numero primo P que divide al producto abcd. Vamos a de-
mostrar que P tiene que dividir a uno de estos factores.

En efecto: El producto abed se puede considerar descompuesto en dos
factores, de este modo: a(bed).

Si P divide a a4, queda demostrado el teorema y s1 P no divide a a seri
primo con él, porque hay un teorema (289) que dice que si un nimero
primo no divide a otro numero es primo con €l y P tendri que dividir al
otro factor bed, porque hay un teorema (290) que dice que si un nuimero
divide al producto de dos factores y es primo con uno de ellos, tiene que
dividir al otro. Luego, P divide al producto bed.

Este producto se puede considerar descompuesto en dos factores, de
este modo: b(ed). Si P divide al factor b queda demostrado el teorema;
si no lo divide es primo con é€l, y tendrd que dividir al otro factor cd; por
las razones anteriores.

Si P divide al factor ¢, queda demostrado el teorema; si no lo divide
es primo con €l y tendrd que dividir al otro factor, que es d. Luego, P di-
vide a uno de los factores, que era lo que queriamos demostrar.

. El nimero primo 3 que divide ol producto 5 X 8 X 6 = 240,
E;emplo I tiene que dividir por lo menos o uno de los factores y, en efec-

to, divide a &.
VI. TEOREMA

Todo niimero primo que divide a una potencia de un nimero tiene
que dividir a esté nimero.

Sea el numero primo P que divide a @". Vamos a demostrar que
P divide a a.

En efecto: Por definicion de potencia, sabemos que

a"=agXaxXaxXda......n Veces.

Ahora bien: El ntimero primo P divide a 4", por suposicion, luego
divide a su igual axaxXaxa....n veces. Si P divide a este producto,
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tiene que dividiv a uno de sus factores, porque todo nimero primo que
divide a un producto de varios factores tiene que dividir a uno de
cllos (201), pero todos los factores son a; luego, P divide a a, que era lo
que queriamos demostrar.

Ejemplo El nimero primo 3 divide a 216 que es &* y también

divide o 6.
Yil TEOREMA

Si dos nimeros son primos entre si. todas sus potencias también son
nimeros primos entre si.

Sean los niimeros a y b, primos entre si. Vamos a demostrar que dos
putencias cualesquiera de estos ndameros, por ejemplo, a* y 0", también
SO NIMETVS Primos entre si.

En clecto: Por definicion de potencia, sabemos que:

a*=axXaXaxd...,.,m VECES,
br=txbxbxb......n veces.

Ahora bien: Si las potencias a" y b" no lueran ndmeros primos entre
si, wndrian un factor primo comin, por ejemplo, . Si P dividiera a o™
y a b", tendria que dividir a a y a b, segin ¢l teorema anterior, lo cual va
contra lo que hemos supuesto, porque hemos supuesto ue a y & son pri-
mos entre si.  Lucgo a™ y b no puf:cl(‘ll lener ningun lactor comun, o sea,
que son nimeros primos entre si, que era lo que queriamos demostrar.

=4 2 y 3 son primos entre si y dos polencias cualesquiera de estos
Ejemplo numeros, por ejemplo, 32 que es 2° y 81 que es 3* tombien
son nimeros primos enlre si.

@FORMACION DE UNA TABLA DE NUMEROS PRIMOS

Explicacion del procedimiento empleado.

Para [ormar una tabla de nimeros primos desde el 1 hasta un nime-
ro dado, se escribe la serie natural de los ndmeros desde la unidad hasta
dicho mimero. Hedcho esto, a partir del 2, que se deja, se tacha su cuadra-
do 4 y a partir del 4 se van tachando de dos en dos lugares todos los na-
meros siguicntes multiplos de 2. A partir del 3, que se dcju. se tacha su
cuadrado 9 v desde el 9 se tachan de tres en tres lugares todos los nime-
ros siguientes multiplos de 3. A partir del 5, que se deja, se tacha su cua-
drado 25 y desde ¢l 25 s¢ tachan de c¢inco en cinco lugares todos los nime-
ros siguicntes multiplos de 5. A partir del 7, que se deja, se tacha su
cuadrado 49 y desde el 49 se van tachando de siete en siete lugarves todos
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los nimeros siguientes muiltiplos de 7. A partir del 11, del 183, del 17 y
los siguientes nimeros primos se procede de modo semejante: Se dejan
esos numeros, se tacha su cuadrado, y a partir de éste se tachan los nime-
ros siguientes, de tantos en tantos lugares como unidades tenga el niimero
primo de que se trate. La operacion termina al llegar a un nimero pri-
mo, cuyo cuadrado quede fuera del limite dado. Los nameros primos son
los que quedan sin tachar.

¥ Formar uno tabla de nimeros primos del 1 al 150
E;emplo Escribiremos lo serie natural de los nimeros del 1 al 150
- y oplicoremos el procedimiento enterior:

2 4 5 ] 7 ~8 4 A0
A7 P . S S 1 17 Af 19 20
22 e 25 26 27 28 29 20
37 A B % T B B M
42 VN’ S Y A" " B
57 M s 6 T B N R
47 44 8B k6 6 8 8
22 b L 8 W 8 N W
&7 B4 85 86 & 88 B9 _SO
7 S 95 6P 91 8 9N 0
A0 Jeg 105 )66 - 107 Jes 109 A0
P Jd 5 e W7 UE 9 I
A7 Jan )25 2 17 a8 A9 XN
=) Jaf )35 a6 137 138 139 40
4z Jad 145 das 47 S 149 IS0

Los numeras primos del 1 al 150 son: 1, 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37,
4\, 43, 47, 53, 59, 61, &7, 71, 73, 79, B3, B9, 97, 101, 103, 107, 109, 113, 127, 131,
137, 139 y 149.

En esto tobla lo operacion termina al llegar ol numero primo 13,cuyo cuadrade, 169,
queda fuerc de la tabla.

Este procedimiento se conoce con el nombre de Cribo de Erotéstenes (1)

ESCOLIO
Al escribir los nimeros puede prescindirse de los numeros pares, exceplo el 2, perque
como se ve todos los nimeros pares se tachan.

(1) Sc llama Criba porgue al 1achar los nimeros se van formando como agujeros y de
Eratdstenes porgue fue esie celehre maicmanoo gricge ol oreador de este procedimiento,
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3 EJERCICIO 80

1. Formar una tabla de nimeros primm del 1 al 50.
2. ldem del 1 al 100.
3. Idem del 1 al 200.
4. Ildem del 1 al 300.

@ MANERA DE CONOCER S| UN NUMERO DADO
ES PRIMO O NO

TEOREMA Para conocer si un mimero dado es primo o no, se di-
vide dicho nimero por todos los numeros primos menores que €l y si se
llega, sin obtener cociente exacto, a una division inexacta en que el co-
ciente sea igual o menor que el divisor, el nimero dado es primo. Si al-
guna division es exacta, el mimero dado no es primo.

Ejemplo I

Sea el nimero 179 que queremos averiguar si &s o no primo. Lo dividimes por 2,
3,5,7, 11 y 13 sin obtener cociente exacto y al dividirlo por 13 nos da 13 de cociente.
Vamos a demostrar que 179 es primo, pora lo cual bastaré demostrar que no es di-
visible por ningln nimero prime mayor que 13.

En efecto: Si 179 fuera divisible por algin nimero primo moyor que 13, por ejem-
plo 17, el cociente de esta divisidn exacla seria menor que 13, porque si al dividir
179 entre 13 nos dio 13 de cociente, al dividirlo entre 17, mayor que 13, el cociente
serd menor que 13, Seo o este cociente. Como la divisién seria exacta, tendriamos:

79=17%a.

179 seria divisible por a. Si a fuera primo, come es menor que 13, 179 seria divisi-
ble por un nimero primo menor que 13, lo cual por hipdtesis, es falso. Si o fuera
compuesto, como que es menor que 13, forzosamente tendria un factor primo me-
nor que 13, que dividiria a 179, lo cual es imposible. Luego, si 179 no es divisible
por ninglin nimero primo, es primo, ya que si fuero compuesto tendria por lo menos
un factor primo mayor que 1. (287).

(1) Averiguar si 191 es o no primo.

91 |2 191 |3 W5 191 |7
noo9s n & a1 38 51 @
1 2 1 2

91 [ 191 |13 9 |17
g1 17 6 14 2 W
4 9 4

En esta Oltima division el cociente 11 es menor que el divisor 17 y la divisién
es inexacta, luego 191 es primo.
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{2) Averiguar si 853 es o no primo.
En lo practica no vamos o hacer los divisiones por 2, 3, 5, 7 ni 11 [siempre
que se vea que el cociente ha de ser mayor que el divisor] sino que aplicare-
mos los caracteres de divisibilidad que conocemos para ver si el nimere dado
es o no divisible por estos nimeros.

Asi, en esle caso, tenemos: B53 no es divisible 853 x2=6

por 2, porque no termina en cifra por; no es di- == _6

visible por 3 porque 8+ 54 3=16 no es mil- 79%2=18

tiplo de 3; tampoco lo es por 5 porque no ter- - 18

ming en cero ni en 5; no lo es por 7 porque: /" 1 no da 0 ni miltiplo de 7.

Tompoco es divisible por 11 porque [3+8]—5=11—-5=4 no do cero
ni moltiplo de 11,

En cada uno de estos cosos, si se hublera dividido, el cociente evidentemente
no hubiera sido igual ni menor que el divisor.

Ahora procedemos a dividir por 13, 17, 19, elc.:

853 | 13 as3 |7 853 | 19
73 & 003 50 093 44
8 17
853 | 23 853 | ¥
163 37 73 B
02 12
En esta Gltima division inexacta el cociente es igual al divisor, luego 853 es primo.
(3) Averiguar si 3?1 es primo.
Aplicando los caracteres de divisibilidad, vemos 3:: l% 3:: L-%;—
que no es divisible por 2, 3, 5, 7 m 11. Tendremos: — 0

Esta dltima division es exacta, luego 391 es compuesto.

3» EJERCICIO 81

Averiguar si son 0 no primos los nimeros siguientes:

1. 97 9. 259. 17. 601 26. 997.
2. 139. 10. 271 18. 683. 26. 1009.
5. 169. 11. 289. 18. T13. 27. 1099.
4. 197. 12. 307 20. 751. 28. 1201
5. 211 13. 361 21. 81l 29. 1207.
6 221 14. 397. 22. 841 30. 1301
7. 229. 15. 541. 23. BB8l. 31. 1309.
8. 239. 16. 529. 24. 961. 32. 2099.

TEOREMA

Si un numero es divisible por dos o mis factores primos entre si dos
a dos, es también divisible por su producto.

Sea ¢l nimero N divisible por los factores a, b y ¢, que son primos
entre si dos a dos. Vamos a probar que N es divisible por el producto ab
y por el producto abe.
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En cfecto: Como N es divisible por a, llamando g al cociente de di-
vidir N entre a, tendremos:
N=aq. (1)
El factor b divide a N por hipdtesis, luego divide a su igual ag, pero
como es primo con a por hipotesis, dividird a g, porque todo numero que
divide al producto de dos faclores y es primo con uno de ellos, tiene que

dividir al owro factor (280). Llamando ¢ al cociente de dividir g entre b,
tendremos:

g=0bg. (2
Multiplicando miembro a miembro las igualdades (1) y (2), ten-
dremos: :

Dividiendo ambos miembros por ¢, para lo cual basta suprimir ese
factor en cada producto, la igualdad no varia y tendremos:

N=abq" osea N=(ab)q'

igualdad que demuestra la primera parte del teorema, pues ella nos dice
que el nimero N contiene al producto ab un nimero exacto de veces,
q’ veces, o sea, que N es divisible por el producto ab, que era lo primero
que queriamos demostrar,

Ahora bien: ¢ divide a N por hipdtesis, luego dividira a su igual ag,
pero como es primo con a dividird a g; si divide a g dividira a su igual bq’,
perv cumo es primo con b dividiri a ¢°. Llamando ¢" al cociente de di-
vidir ¢° entre ¢, tendremos:

qg'=¢q". @)

Multiplicando miembro a miembro las igualdades (1), (2) y (3). ten-
dremos: Ngq’ = agbg'cq"”

Dividiendo ambos miembros de esta igualdad por g y por ¢', para lo
cual basta suprimir esos factores en ambos productos, la igualdad no varia
¥ tendremos N =abcg"” o sea N =(abc)g"
igualdad que demuestra la segunda parte del teorema, pues ella nos indi-
ca que el nidmero N contiene al producto abe un nimero exacto de veces,
q" veces, o sea que N es divisible por el producto abe, que era lo que
queriamos demostrag.

@DIVISIB!LIDAD POR NUMEROS COMPUESTOS

De acuerdo con lo demostrado en el teorema anterior, si un numero
es divisible por dos factores primos entre si, sera divisible por su producto,

luego:
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Un numero es divisible por 6 cuando es divisible a la vez por 2 y
por 3, o sea, cuando termina en cero o cifra par y la suma de los valores
absolutos de sus cifras es muluplo de 3.

Un nimero es divisible por 12 cuando es divisible a la vez por 3 y
por 4, 0 sea, cnando la suma de los valores absolutos de sus cifras es mal-
tuplo de 3 y sus dos Gluimas cilras de la derecha son ceros o forman un
multiplo de 4.

Un nimero es divisible por 14 cuando es divisible a la vez por 2 y
por T7; por 16 cuando es divisible a la vez por 3 y por 5§; por 18 cuando
es divisible a la vez por 2 y por 9; por 20 cuando es divisible a la vez por
4 y por 5; eic.

» EJERCICIO B2

1. Enundar los caracteres de divisibilidad por 6, 12, 15, 18, 22, 24, 26, 28,
30, 45, 90.

2. Diga si los numeros 14, 18, 24, 36 y 27 son divisibles por 6.

3. Diga por cuiles de los niumeros 12, 15 y 18 son divisibles los nimeros 36,
45, 72, 300, 450, 1200, 3945 y 94972

4. Diga por cuales de los nimeros 14, 22 y 35 son divisibles los numeros 98,
968, 455, 418 y 6919.

5. Si un ndmerou es divisible por 4 y por 6, ¢ha de ser necesariamente divi-
sible por 247

6. Si 20 es divisible por 2 y por 4, spor qué.no es divisible por 2 x 4 =87

7. S un numero es divisible por 2, 3 y G, ¢ha de ser necesariamente divi-
sible por 2 x 3 X 6 =367

8. ¢Cémo es que 90 no divide a 120 si este numero es divisible por 3, 6 ¥ 5

y 3x6x5=9?
(298) TEOREMA
i M
\_/

Todo nimero primo mayor que 3 equivale a un miltiplo de € au-
mentado o disminuido en una unidad.

Sea N un namero primo mayor que 3. Vamos a demostrar que

En efecto: Dividamos N entre G, sea g el cociente y R el residuo.
Tendremos:
N=6g+R.

Siendo 6 ¢l divisor, necesariamente R < 6. R no puede ser cero, por-
que s1 luera cero, N scria divisible por 6, lo cual es imposible porque N
es primo; luego K uene que ser 1, 2, 3, 4 0 b.
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R no puede ser 2 porque tendriamos:
N=6g+2
y siendo estos dos sumandos divisibles por 2, su suma N seria divisible
por 2 (238), lo cual es imposible porque N es primo.
R no puede ser 3 porque tendriamos:
N=6g+3
y siendo estos dos sumandos divisibles por 3, su suma N seria divisible
por 3, lo cual es imposible porque N es primo.
R no puede ser 4 porque tendriamos:
N=6g+4
y siendo estos dos sumandos divisibles por 2, N seria divisible por 2,
cual es imposible.
Luego, si R tiene que ser 1, 2, 3, 4 6 5 y no puede ser 2, 3 ni 4, ne-
cesariamente tiene que ser 1 6 5.
Si R es 1, tendremos:

N=6¢g+1=m. de 6+1.
Si R es 5, tendremos:

N=6g+5=m.de 6+5=m.de 6+(6—1)=m. de 6—1.

Luego, queda demostrado lo que nos proponiamos.

Eb

l MN=12—1=m.de 6—1,
19=18+1=m. de 6+1\.

TEOREMA

El producto de tres niimeros enteros consecutivos es siempre divisi-
ble por 6.

Sean los niimeros enteros consecutivos n, n+ 1y n+ 2 y P su produc-
to. Tendremos:
nn+1)(n+2)=P

De tres nimeros enteros consecutivos, uno al menos necesariamente
€5 par, y uno, necesariamente, es mt‘llliplo de 3.

Si 2 divide por lo menos a uno de estos factores, dividira a P, que es
muiltiplo de ese factor, y si 3 divide a uno de estos factores, dividird a P,
que es multiplo de ese factor. Ahora bien, siendo P divisible por 2 y
por 3, que son primos entre si, sera divisible por 6, porque (296) si un
numero es divisible por dos factores primos entre si, es divisible por su
producto. Luego, P es divisible por 6, que era lo que queriamos de-
mostrar.



Con los trabajos de Fermat (1601-65), Euler (1707-83) y Gauss (1777-1855) sobre 1a teoria de los nameros, se echa-

ron las bases de Ia Aritmética moderna o superior. En 1850, Tehebychelf realizé un notable progreso sobre los

nameros primos. En 1532, gl francés Landau, Wumq-qwmhdwmmﬁrnum_
primes, demostrando lo que el inglés Hardy llamé teorema de Tauber.

CAPITULO xx

DESCOMPOSICION EN FACTORES PRIMOS

Descomponer un niimero en sus factores primos es convertirlo en un
- - - P
producto indicado de factores primos.

TEOREMA

Todo nmimero compuesto es igual a un producto de factores primos.

Sea el nimero compuesto N. Vamos a demostrar que N es igual a
un producto de factores primos.

En efecto: N tendrd por lo menos un divisor primo que llamaremos a,
porque todo nimero compuesto tiene por lo menos un factor primo ma-
yor que la unidad (287).

Dividiendo N entre a nos dard un cociente cxacto que llamaremos b,
y como el dividendo es igual al producto del divisor por el cociente, ten-

dremos: N=ab: (1)

Si b fuera primo, ya estaba demostrado el teorema. Si b no es primo, ten-
dréd por lo menos un divisor primo que llamaremos ¢, y llamando ¢ al co-
ciente de dividir b entre ¢, tendremos:

b=cq:
203
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Sustituyendo este valor de b en la igualdad (1), tendremos:

N=acq (2)
Si ¢ es primo. queda demostrado el teorema. Si es compuesto, tendrd un
divisor primo que llamaremos d, y siendo ¢’ ¢l cociente de dividir ¢ en-

re d, tendremos: R ——
- f‘#‘d..-n

Sustituyendo este valor de ¢ en (2), tendremos:

g Y - N =acdg e
Si ¢ es primo, queda demostrado el teorema.  Si no lo es, tendrd un di-
visor primo y asi sucesivamente. Ahora bien, como los cocientes van dis-
minuyendo, llegaremos necesariamente a un cociente primo, que dividido
por si mismo dard de cociente la unidad y entonces el nimero N seri
igual a un producto de factores primos; que era lo que queriamos de-
mostrar.

REGLA PARA DESCOMPONER UN NUMERO COMPUESTO
EN SUS FACTORES: PRIMOS

Se divide el mimero dado por el menor de sus divisores primos; el
cociente se divide también por el menor de sus divisores primos y asi su-
cesivamente con los demids cocientes, hasta hallar un cociente primo, que
se dividira por si mismo.

Ejemplos I
204| 2
(1) E:T:s":;nponer 204 en sus foctores lg‘f § W4=Px3IX
’ 17117

1
Los factores primos de 204 son 2, 3 y 17.

25230| 2
12605(3 —— e
(2) Descomponer 25230 en factores  4205|5 *m&;gjgﬁfﬁnﬁ. R
primos. 841 | 29
29|29

1
Los divisores primos de 25230 son 2, 3, 5 y 29.

OBSERVACION

Lo experiencia nos dice que los olumnos, cuando estan descomponiendo y se en-
cuentran un nimero, como B4l en el ejemplo onterior, que no es divisible por los
numeros primos pequenos 2, 3, 5, 7 y 11, lienden o creer que es primo, con uno
gron probabilidad de equivocarse. Lo que hay que hacer en eslos casos es opli-
car lo regla estudiada en el nimero 295 para averiguar si el nimero es primo o no.
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» EJERCICIO 83

Descomponer en sus [actores primos los numeros siguientes:

1. 64 11. 341. 21. 2401. 31. 13690
$ ‘9. 1% 31 22. 2093. 32.  15700.
3. 96 13.  408. 23.  2890. 83. 20677
4 121 14.  441. 24. 3249. 34 21901
5. 160. 15. 507. 25. 3703. 35. 47601.
6 169 16. 529 26. 3887. 36. 48763.
7. 182 17.  686. 27. 5753. 37. 208537.
8. 289. 18. 861. 28. 58HT. 38. 327701.
8. 306. 19. 906. 29. 9410. 39. 496947.
10. 385. 20. 11B8. 30. 12740.

@TEOREMA

Un nimero compuesto no puede descomponerse mis que en un solo
sistema de factores primos.

Sea ¢l nimero N, que descompuesto en sus factores primos es igual
a abed. Supongamos que el mismo numero N admitiera otra descompo-
sicion en factores primos y sea ésta a'b’c’d’. Vamos a demostrar que la
primera descomposicion abed es lgual a la segunda a'b’'c'd’.

En efecto. Tenemos: : ;

y como dos cosas iguales a una tercera son iguales entre si, tendremos:

Ahora bien: El factor primo a divide al producto abed por ser fac-
tor suyo, luego dividira al producto a'b'c’d’, que es igual al anterior. Si
a divide a este producto, tiene que dividir a uno de sus factores, porque
hay un teorema que dice que todo nimero primo que divide a un pro-
ducto de varios factores tiene que dividir por lo menos a uno de ellos,
por ejemplo a a’, luego a = a’, porque para (ue un nimero primo divida
a owro numero primo es necesario que sean iguales. Por lo tanto, divi-
diendo el producto abed por a, para lo cual basta suprimir este factor y
el producto a'b’c’d’ por a', para lo cual bastard suprimir este factor, la
igualdad subsistird y tendremos:

- bed=bed
El factor primo b divide al producto bed por ser uno de sus factores,

luego dividird a su igual b'c'd’; pero si b divide al producto b'c’d’, tiene
que dividir a uno de. sus factores, por ejemplo, a b', luego b = b’, por ser
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ambos nimeros primos. Si dividimos el producto bed por b y el produc
to b'c’d’ por b, la igualdad subsistird y tendremos:

cd=c'd'.

El factor primo ¢ divide al producto ¢d, luego dividird a su igual ¢'d’,
y si ¢ divide a ¢'d’, dividird a uno de sus factores, por ejemplo, a ¢’, lue-
go ¢ =¢'. Dividiendo el producto e¢d por ¢ y el producto ¢'d’ por ¢, la
igualdad subsistird y tendremos:

d=d'.
Por lo tanto, si a=a’, b=0b', c¢=¢ y d=d’, o sea, si los factores
de la primera descomposicion son iguales a los de la segunda, ambas des-

composiciones son iguales y no hay dos descomposiciones, sino una sola,
que era lo que queriamos demostrar.

DIVISORES SIMPLES Y COMPUESTOS
DE UN NUMERO COMPUESTO

HALLAR CUANTOS DIVISORES SIMPLES Y COMPUESTOS
TIENE UN NUMERO COMPUESTO

REGLA

Para conocer cuintos divisores simples y compuestos ha de tener un
nimero, se descompone en sus factores primos. Hecho esto, se escriben
los exponentes de los factores primos teniendo en cuenta que si un factor
no tiene exponente se considera que tiene de exponente la unidad; se
suma a cada exponente la unidad y los niimeros que resulten se multipli-
cin entre si. El producto indicara el niimero total de divisores.

Ejemplos l

{1) Sea el nimero 900. Para saber cuéntos divi-
sores simples y compuestos va o tener, lo des-

compondremos en sus foctores primos: R 4

~aRABEE
(¥ ¥ R

Escribiremos los exponentes 2, 2 y 2. A cada uno le sumamos la unidad y
multiplicamos los nimeros que resulten:

(24 1) X[24+ 1) %X (2+1)=3X 3 X 3 =727 divisores

entre simples o primos y compuestos tendré el nimero 200.
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1008
504

{2) Averiguar cuéntos f::

divisores tendra el 63
nl:lmero lm 2]

7
1

Ya sobemos haller cudntos divisores tiene un nimero compuesto; ohora vamos
a encontrar cudles son esos djvisores.

1008 =24 X 3*x7.
Tendra:
(44 1) X {2+ 1) % (1+1)=5x3 X 2= 30 divisores
entre primos y compuestos.

N L R R R R

HM.I.AR TODOS LOS FACTORES SIMPLES
Y COMPUESTOS DE UN NUMERO

REGLA

Se descompone el nmimero compuesto dade en sus factores primos.
Hecho esto, se escriben en una linea la unidad y las potencias sucesivas
del primer factor primo, y se pasa una raya. Se multiplica esta primera
fila de divisores por las potencias del segundo factor primo y al terminar
se pasa una raya. Se multiplican todos los divisores asi hallados por las
potencias del tercer factor primo y asi sucesivamente hasta haber multi-
plicado por las potencias del ultimo factor primo.

Ejemplos 1800 2
900| 2 1800 =2 X 32 X 5
4501 2
(1) Hallar todos los divisores de 1800. 225| 3
75/ 3 Vi b B S
25(5 3|3 3
5|5 e
1
Ahora escribimos en una linea la unidad y los | 2 4 8
potencios del primer factor primo que son 2,
2% = 4, 22 =8, posamos una raya y multiplica- 3 [ 12 24
mos esos facteres por 3; 3X 1 =3, 3 xX2=46, 9 18 36 72
3x4=12, 3XB=24, y después esos mismos T 20
factores de lo primera file por 3* =9 obtenien- 15 30 & 120
do: 9x1=9, 9xX2=18, 9x4=36, FXB=72 45 90 180 360
hecho esto pasamos ofra rayo y multiplicamos 25 50 100 200
todos los divisores que hemos obtenido haslto 75 150 300 400
ohoro, primero por 5 y luego por 5% = 25 y ten- 225 450 900 1800
dremos: /

Aqui tenemos todos los divisores simples y compuestos de 1800. Los simples
o primos son 1,2, 3 y 5 y todos los demas son compuestos.
El Gltime divisor que se halle siempre tiene que ser igual al nimero dado.
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(Z) Hallar todos los factores simpies y compuestos de 15925 hallando antes el
nimero de divisores.

159251 5 15’!5;5’)(7’-:!(-13.
31B5| 5 ¥ X
&7l 7 Tendra (24 1)(2+1)(1 +1)=3x 3 X 2=18 div.
|7 52| 552
13113 Haollondo los divisores: 72| 7 72
1 13 |13
Tendremos:

7 porlolo.fila..........
72 =49 por lo le. fila...........

13 por todos los onteriores. .. ...

Contando los divisores obtenidos veremos que son 18, que es el
nimero que hallomos antes.

»  EJERCICIO B84

1.
2.

3

4,

E

10.
11.
12.
13.

14.
16,

.

6.

T
B.
8

Hallar todos los divisores simples y compuestos de los niimeros siguientes,
hallando primero el nimero de divisores:

54.
162.
150.

1029.

210.
315.
130.
340.
216.

1521.

108.

540.

735.

1080.

REFERP®

®RE

PR RREE

8 fact.: 1, 2, 3, 6. 9, 18, 27, b4.

10 fact.: 1, 2, 3, 6, 9, 18, 27,54, 81, 162.

12 fact: 1, 2, 3, 6, 5, 10, 15, 30, 25, 50. 75, 150.

8 fact.: 1, 3, 7. 21, 49, 147, 343, 1029.

16 fact: 1, 2, 3, 6, 5, 10, 15, 30, 7, 14, 21, 42, 35, 70, 105, 210.
12 fact.: 1, 3, 9, 5, 15, 45, 7, 21, 63, 35, 105, 315,

8 fact.: 1, 2, 5, 10, 13, 26. 65, 130.

12 fact.: 1, 2, 4, 5, 10, 20, 17, 34, 68, 85, 170, 340.

lﬁ [atl-: lc 2! 4: Bl 3- Ep 12, 24J 9! 13- 36] 72! 2?! 54'! lDBP
216.

9 fact.: 1, 3, 9, 13, 39, 117, 169, 507, 1521.
12 fact: 1, 2, 4, 3, 6, 12, 9, 18, 36, 27, 54, 108.
12 fact.: 1, 2, 4, 3, 6, 12, 17, 34, 68, 51, 102, 204.

24 [acl--: ]. 2; 4| 3, G] 12; 9] lB] 36[ 2?‘ 54l 108]‘ 5’ 10]' 2[}3
15, 30, 60, 45, 90, 180, 135, 270, 540.

12 fact.: 1, 3, 5, 15, 7, 21, 35, 105, 49, 147, 245, 735.

32 fact.: 1, 2, 4, 8, 3, 6, 12, 24, 9, 18, 36, 72, 27, 54, 108,
216, 5, 10, 20, 40, 15, 30, -60, 120, 45, 90, 180, 360, 135, 270,
540, 1080.
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16. 2040. R. 32 fact: 1, 2, 4, 8, 3, 6, 12, 24, 5, 10, 20, 40, 15, 30. 60. 120.
17, 34, 68, 136, 51, 102, 204, 408, 85, 170, 340, 680, 255, 510,
1020, 2040.

17. 3366. R. 24 fact.: 1, 2, 3, 6, 9, 18, 11, 22, 33, 66, 99, 198, 17, 34, 51,
102, 153, 306, 187, 374, 561, 1122, 1683, 3366.

18. 4020. R. 24 fact:: 1, 2, 4, 3, 6, 12, 5, 10, 20, 15, 30, 60, 67, 134, 268,
201, 402, 804, 335, 670, 1340, 1005, 2010, 4020.

19. 367. R. 10 fact: 1, 3, 9, 27, 81, 7, 21, 63, 189, 567.

20. 4459. R. 8 fact: 1, 7, 49, 343, 13, 91, 637, 4459.

21. 5819. R. 6 fact: 1, 11, 23, 253, 529, 5819.

22. 6727. R. 6 fact.: 1, 7, 31, 217, 961, 6727.

23. 3159. R. 12 fact: 1, 3, 9, 27, 81, 243, 13, 39, 117, 351, 1053, 3159.
24. 5929. R. 9 fact: 1, 7, 49, 11, 77, 539, 121, 847, 5929.

25. 5915. R. 12 fact: 1, 5, 7, 35, 13, 63, 91, 455, 169, 845, 1183, 5915.
26. 6006. R. 32 fact.: 1, 2, 3, 6, 7, 14, 21, 42, 11, 22, 33, 66, 77, 154, 231,

462, 13, 26, 39, T8, 91, 182, 273, 546, 143, 286, 429, 858, 1001,
2002, 3003, 6006.

27. 3025. R. 9 fact: 1, 5, 25, 11, 55, 275, 121, 605, 3025.
28. 6591. R. B fact.: 1, 3, 13, 39, 169, 507, 2197, 6591.

29. 9702. R. 36 flaat: 1, 2, 3, 6, 9, 18, 7, 14, 21, 42, 63, 126, 49, 98, 147,
204, 441, 882, 11, 22, 33, 66, 99, 198, 77, 154, 231, 462, 693,
1386, 539, 1078, 1617, 3234, 4851, 9702.

14161. R. 9 fact.: 1, 7. 49, 17, 118, 833. 289, 2023, 14161.

30.

@ NUMEROS PERFECTOS son los numeros que son iguales a la suma
de todos sus factores, excepto el mismo namero. 6, 28 y 496 son nu-

meros pertectos.

@ NUMEROS AMIGOS son dos nameros tales que cada uno de ellos es
igual a la suma de los divisures del otro, como 220 y 284.
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Entre los curiosos datos aritméticos que se encuentran on esa portentosa %-&Mﬂﬂ-ﬂ-
cién del Maximo Comiin Divisor, que hoy llamamos de divisiones sucesivas.

MAXIMO COMUN DIVISOR caeruro Y X|

MAXIMO COMUN DIVISOR de dos o'més niimeros es el mayor nu-
mero que los divide a todos exactamente.
Se designa por las iniciales m. c. d.

Ejemplos
(1) 18 y 24 son divisibles por 2, por 3 y por 6. jHay algin nimero mayor
que 6 que divido o 18 y 0 242 No. Entonces, 6 es el m.c.d. de 18 y 24,

(2) 60, 100 y 120 son divisibles por 2, 4, 5, 10 y 20. No hay ningin nimero ma-
yor que 20 que los divido o los tres. Entonces 20 es el m. c. d. de 60, 100 y 120.

M. C. D. POR INSPECCION

Cuando los niimeros son pequeiios, puede hallarse muy Ficilmente el
m. c. d. por simple inspeccion.

Como el m.c.d. de varios numeros tiene que ser divisor del menor
de ellos, procederemos asi:

Nos fijamos en el nimero menor de los dados.  Si éste divide a todos
los demas, serda el m.c.d. Si no los divide, buscamos cuil es el mayor de
los divisores del menor que los divide a todos y éste sera el m. c. d. buscado.

210
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MAXIMO comunN pivisor @ 211

(1) Hallar el m. c. d. de 18, 12 y &.
El nimero menor é dividea 18y o 12 luego 6 esel m. c. d. de 18,12y 6. R.

(2) Hallar el m. c. d. de 20, 90 y 70.
20 no divide a 70, 10 es el mayor divisor de 20 que divide a 90 y a 70.
10 es el m. c. d. de 20, 90 y 70. R.

(3) Hollar el m. c. d. de 48, 72 y 84.
48 no divide a los demas. De los divisores de 48, 24 no divide a B4; 12
dividea72ya B4 1Zeselm. c.d. de 48,72 y B4. R.

2> EJERCICIO 85

Hallar por simple inspeccién el m.c.d. de:

L 15y 30. R. 15. 7. 24y32  R.8 13. 16, 24 y 40.
2. 8y12. R. 4 8 3,6y9 R 3 14 22,33y 4.

3 9y18 R.O. 9. 7,14y2. R.T 16. 20, 28, 36 y 40.
4 20y 16 R. 4. 10. 18, 27y 36. R. 9. 16. 15, 20, 30 y 60.
5. 18y 24. R. 6. 11. 24,36y 72 R. 12 17. 28, 42, 56 y 70.
6. 21y2. R.7. 12. 30, 42 y 54. R. 6. 18. 32, 48, 64 y 80.

METODOS PARA HALLAR EL M.C.D.

Cuando no es facil hallar el
llarse por dos métodos:

m.c.d. por inspeccion, €ste puede ha-

1) Por divisiones sucesivas. 2) Por descomposicion en factores primos.

I. M.C. D. POR DIVISIONES SUCESIVAS

Se pueden considerar dos casos: a) Que se trate de dos numeros.
b) Que se trate de mds de dos nimeros.

M. C. D. DE DOS NUMEROS POR DIVISIONES SUCESIVAS

La regla para este caso se funda en el siguiente teorema.

@ TEOREMA

El m. c. d. del dividendo y el
al del divisor y el residuo.

divisor de una divisién inexacta es igual

En efecto: En los principios fundamentales de la divisibilidad de-

mostramos que todo nimero que

division inexacta divide al residuo (246) y que todo nimero que divide

divide al dividendo y al divisor de una

al divisor y al residuo de una division inexacta divide al dividendo (247).

Por lo tanto, todo factor comun del dividendo y el divisor sera factor co-
mun del divisor y el residuo; luego el m.c.d., que no es sino el mayor

sl ot ol ol o

e 71 e e OO

T

> e
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de estos factores comunes, serd igual para el dividendo y el divisor que
para el divisor y el residuo.

En lo division 350 | B0 el m. c. d. de 350 y B0 es 10 que
Ejemplo 30 4
tombién es el m. c. d. de B0 y 30.

@REGLA PRACTICA PARA HALLAR EL M. C. D. DE DOS
NUMEROS POR PIVISIONES SUCESIVAS

Se divide el mayor de los niimeros dados por el menor. Si la divisién
es exacta, ¢l menor es el m.c.d. Si la division es inexacta, se divide el
divisor por el primer residuo; el primer residuo por el segundo residuo,
¢ste por el tercero y asi sucesivamente hasta obtener una division exacta.
El uliimo divisor sera el m. c. d.

Ejemplos I

6

(1) Hollor el m. c. d. de 150 y 25. 150 25
Elm.c.d.del50y 25es25. R, 0

1] 20 1 5

(2) Hallar el m. c. d. de 2227 y 2125. 227 125 | 102 | 85| 17
"ll_'.'!‘ 85| 17| 00

El m.c. d. de 2227 y 2125 es 17. R.

Si al hollar el m. c. d. encontramos un résiduo que sea primo y lo divisién si-
guiente no es exocla, no es necesario continuarlo operacién; podemos afirmar que
el m. c. d. es 1 o sea que los nimeros son primos entre si.

2
37

3
Asi, al hallar el m. c. d. de 1471 y 462, tenemos: 1471 462
Bs| 37

Hemos encontrado el residuo primo 37 y la divisién siguiente no es exacla.
Digo que el m. c. d. es 1. En efecto: El m. c. d. de 1471 y 462 es el de
462 y 85 y éste es el de 85 y 37. Ahora bien, como 37 es primo, el m. c. d.
de BS y 37 sélo puede ser 37 6 1; 37 no lo es porque la division de 85 entre
37 no es exacla, luego tiene que ser 1, es decir que 1471 y 462 son primos
enire si.

i - P

» EJERCICIO 86
Hallar por divisiones sucesivas el m.c.d. de:

1 137 y 2603.  R. 137. 7. 111 y 518. R. 37.
2. 1189 y 123656. R. 1189. 8 212y 1431. R. 53
3. 144 y 520. R. 8. 9. 948 y 1975. R. 79.
4 51y 187. R 17. 10. 1164 y 3686. R. 194.
6. 76 y 1710. R. 38. 11. 303 y 1313.  R. 101
8. 93 y 2387. R. 31. 12 19578 y 47190. R. 78.
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13. 19367 y 33277. R. 107. 17. 77615 y 108661. R. 15523.
14. 207207 y 479205. R. 207. 18. 65880 y 92415. R. 915.

15. 9879 y 333555. R. 111. 18, 1002001 y 2136134. R. 11011.
16. 35211 y 198803. R. 121. 20. 4008004 y 4280276. R. 4004.

@ TEOREMA

Todo divisor de dos niimeros divide a su m. c. d.

-

Sea el nimero N que divide 2 A y B. Halle-

ﬂ‘."u;"\}

Q
mos €l m.c.d. de 4 y B llamando Q, Q' y Q" A B
a los cocientes, R y R’ a los residuos: / R R

Vamos a demostrar que N divide a R’, que es el m.c.d. de 4 y B.
En cfecto: Si N divide a 4 y B, dividendo y divisor de la primera
division, dividird al residuo R, porque hay un teorema que dice que todo
numero que divide al dividendo y al divisor de una divisién inexacta divi-
de al residuo (246). En la segunda division de B entre R, N que divide
al dividendo y al divisor, dividira al residuo R’, que es el m.c.d. de 4 y B.

Ejemplo El m. c. d.de 80 y 60 es 20. Todos los divisores comunes de
: 80 y 60 como 2, 4, 5 y 10 dividen @ 20.

TEOREMA

Si se multiplican o dividen dos niimeros por un mismo nimero, su
m. . d. queda multiplicado o dividido por el mismo nimero.

Q| Q| Q"
Sean A y B los numeros. Hallemos su m. c. d.: A B R R
| 2 S ) T

Vamos a demostrar que si A y B se multiplican o dividen por un mis-
mo numero n, R', que es su m.c. d., también quedard muluplicado o di-
vidido por n.  ~

En electo: Si A y B se multiplican o dividen por n, el residuo R que-
dard multiplicado o dividido por n, porque si el dividendo y el divisor
de una division inexacta se multiplican o dividen por un mismo ndmero,
el residuo queda muluplicado o dividido por dicho nimero (188). En la
segunda division, el dividendo B y el divisor R estin multiplicados o divi-
didos por n, luego el residuo R’ también quedard multiplicado o dividido
por n. Pero R’ es el m.c.d. de 4 y B; luego, queda demostrado lo que
nos proponiamos.

; Ejemplo I
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M. C. D. DE MAS DE DOS NUMEROS POR
DIVISIONES SUCESIVAS

La regla para resolver este caso es la contenida en el siguiente teorema.

@ TEOREMA

Para hallar el m. c. d. de mas de dos niimeros por divisiones sucesivas
se halla primero el de dos de ellos; después el de otro de los niimeros
dados y el m. c. d. hallado; después el de otro niimero y el segundo m. c. d.,
y asi sucesivamente hasta el altimo nimero. El Gltimo m. c. d. es el m. c. d.

de todos los nlimeros dados.

Sean los numeros 4, B, C y D. Halle-
mos el m.c.d. de 4 y B y sea éste d; halle-
mos ¢l de d y C y sea éste d'; hallemos el
de d' y D y sea éste d”. Vamos a demostrar
que d’ esel m.c.d. de 4, B, Cy D.

d"

En efecto: el m.c.d. de 4, B, C y D divide a todos estos nimeros,
luego si divide a 4 y a B dividird a su m. c. d., que es d. porque todo divi-
sor de dos nimeros divide a su m. ¢. d (313); si divide a d, como también
divide a C, por ser uno de los nimeros dados dividird al m.c.d. ded y C,
que es d’, y si divide a d’, como también divide a D, dividird al m. c. d.
de d' y D, que es d”; luego d” no puede ser menor que el m.c.d. de 4,
B, C y D, porque si fuera menor, éste no pedria dividirlo.

Por otra parte, d" divide a D y a d’ por ser su m. ¢. d.; si divide a d',
dividird a C y a d. que son multiplos de d’, y si divide a d, dividira a A4
y a B, que son miiltplos de d, luego d” es divisor comin de 4, B, C y D;
pero no puede ser mayor que el m.c.d. de estus nimeros porque éste,
como su nombre lo indica, es el mayor divisor comiin de estos nimeros.

Ahora bien: Si d"” no es menor ni mayor que el m.c.d.de 4, B, Cy D,

serd igual a dicho m.c.d. Luego, d” esel m.c.d.de A4, B, Cy D.

Ejemplo I

Hallar el m. c. d. de 4940, 4420, 2418 y 1092 por divisiones sucesivas.

Conviene empezor por los dos ndmeros menores ya que se lermino mas ropidomente.

2 4 1 2
Hallemos el m. c. d. de 2418 y 1092 2418| 1092| 234 | 156 :ra_t
24| 156 78] o0
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5.5 ’ 0 D A |
Ahora hallamos el m. c. d. de 4420 y 78: — 4420 78 | 52 26
520 | % | 0
52
| 190
Ahora hallamos el m. c. d. de 4940 y 26: — 4940 | 26
234
000

El m. c. d. de 4940, 4420, 2418 y 1092 es 26. R.

OBSERVACION

Al hallar el m. c. d. de varios nimeros si alguno de los nimeros dados es miltiplo de
ofro puede prescindirse del mayor.

Asi, si queremos hallar el m. c. d. de 529, 1058, 690 y 2070, como 1058 es multiplo
de 529 prescindimos de 1058 y como 2070 es miltiplo de 690 prescindimos de 2070.
Nos quedamos con 529 y 690 y hallamos el m. c. d. de estos nimeros que es 23.

23 sera el m. c. d. de 529, 1058, 690 y 2070.

= EJERCICIO 87
Hallar por divisiones sucesivas el m.c.d. de:

1. 2168,7336 y 4184. R. 8. 10. 770, 990, 1265 y 3388. R. 11.
2. 425, 800 y 950. R. 25. 11. 1240, 1736, 2852 y 3131. R. 31.
3. 1560, 2400 y 5400. R. 120. 12. 31740,47610, 95220 y 126960. R. 15870.
4. 78,130y 143. R. 13. 13. 45150, 51600, 78045 y 108489. R. 129.
B. 153, 357 y 187. R. 17. 14. 63860, 66340; 134385 y 206305. R. 155.
6. 236, 590 y 1239. R. 59. 1B. 500, 560, 725, 4350 y 8200. B 5
7. 465, 651 y 682. R. 31. 18. 432, 648, 756, T02 y 621. R. 27.
8. 136,204,221y 272. R. 17 17. 3240, 5400, 5490, 6300 y 7110. R. 90
9. 168,252.280y917. R. T. 18. 486, 729, 891, 1944 y 4527. R. 9.

TEOREMA

Todo divisor de varios nimeros divide a su m. c. d.
Sea el nimero N que divide a 4, B, C y D. Vamos a demostrar que
N divide al m.c.d. de A, B, C y D.

i
di
B.. d.

llllllllll L d‘ S

Hallémoslo: ——» I

----------------

En efecto: Como que N divide a todos los nimeros dados, dividird
a A ya B, si divide a estos dos nimeros dividird a su m.c.d., que es d,
porque todo divisor de dos niimeros divide a su m. c. d. (813). Si N divide
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a d, como también divide a C, por ser uno de los nimeros dados, dividira
al m.c.d de d y C, que es d’, y si divide a d’, como también divide a D,
dividira al m. c.d. de d' y D, que es d”’. Pero d” es el m.c.d. de A, B,
C y D; luego, queda demostrado lo que nos proponiamos.

——— B ¢ dde 100, 150 v 75:as 25. L B1.5 Guses dissor comin
_Ejemplo | Bl d e 100 DS 20O e coc

317) TEOREMA

Si se multiplican o dividen mas de dos nimeros por un mismo ni-
mero, su m. c. d. quedara multiplicado o dividido por el mismo niimero.

A'.il
}d‘#. W
Sean los nimeros 4, B, C y D. B.... d*...‘[
Hallemos su m.c.d.:  / ! 5 SO, d”
et J

Vamos a demostrar que si 4, B, C y D se multiplican o dividen por
un mismo nuamero n, su m. . d., que es d”, también quedard muluplicado
o dividido por n.

En efecto: Si A y B se multiplican o dividen por n, su m. c.d., d tam-
bién, quedard multiplicado o dividido por n (314). Si d queda multipli-
cado o dividido por n, como C también lo €st4, el m.c.d. de d y C, que
es d’, ambién quedard multiplicado o dividido por n, y si d’ queda mul-
tiplicado o dividido por n, como D también lo estd, el m.c.d. de d" y D,
que es d", también quedard multiplicado o dividido por n. Pero d” es
el m.c.d de 4, B, C y D; luego, queda demostrado lo que nos propo-
niamos.

‘ Ejemplo

El m c. d. de 36, 48 y 60 es 12,
Si dividimos 36 +6=6, d8+6=8 y 60+6=10 y hallamos el m. c. d. de 6,
8 y 10 encontraremos gue es 2 o sea 12 + 6.

318 TEOREMA

Los cocientes que resultan de dividir ‘dos o mas nimeros por su
m. . d. son primos entre si.

Sean los nimeros A4, B y C, cuyo m.c.d. es d. Al dividir estos ni-
meros por su m. ¢. d., que es d, también d quedara dividido por si mismo,
porque si varios nameros se dividen por un mismo nimero su m.c.d.
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d
queda dividido por dicho numero (317). Pero E= 1; luego, 1 serd el

m. c.d. de los cocientes, 0 sea, que estos cocientes seran primos entre si.

30+15=2

Ejemplo Dividiendo 30 y 45 por su m. c. ilﬁ.bt;,_ cientes
y 45+ 15=3 son primos enire si.

=

» EJERCICIO 88

1. Cite wres divisores comunes de los numeros 12, 24 y 48.

2. é)iga, por inspeccion, cudl es el m.cd. de 7 y 11; de 8, 9 y 10; de 25,
T y 36.

3. Si 24 es el divisor y 8 el residuo de una divisién inexacta, ¢sera 4 factor
comun del dividendo y el divisor? ¢Por qué?

4. Si 15 es el dividendo y 12 el divisor, gsera 3 factor comin del divisor y
el residuo? ¢Por qué?

b. Siendo 7 divisor comin de 35 y 140, ¢sera divisor del m.c.d. de estos
dos nimeros? ¢Por qué?

¢Sera 11 divisor del m.c.d. de 33 y 45?

¢Serd 9 divisor del m.c.d. de 18, 36, 54 y 1087 (Por qué?

Besel mcd de 32 y 108, ;Cudl serd el m.c.d. de 64 y 2167

Y es el mcd de 18 54 y 63. ¢Cudl serd el m.c.d. de 6, 18 y 21?
¢Por qué?

10. ¢Pueden ser 4 y 6 los cocientes de dividir dos nimeros por su m.c.d.?

Eepae

II. M. C. D. POR DESCOMPOSICION
EN FACTORES PRIMOS

@ TEOREMA

El m.c.d. de varios niimeros descompuestos en sus factores primos
es el producto de sus factores primos comunes, afectados de su menor ex-

ponente.

Sean los niimeros 4, B y C, cuyo m.c.d. es D.
Dividamos estos nimeros por el producto de sus
factores primos comunes afectados de su menor
exponente, que llamaremos P, y sean a, b y ¢ los

cocientes: il .

Es evidente que los cocientes a, b y ¢ seriin primos entre si, porque al
dividir los niimeros dados por P, que es el producto de los factores pri-
mMOs comurnes con su menor exponente, los cocientes no tendran mis factor
comun que la unidad.

Ahora bien: Al dividir los nimeros 4, B y C por P, su m.c.d.
D también ha quedado dividido por P, porque si se dividen varios nu-
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meros por otro, su m. c. d. queda dividido por dicho nimero (317); luego,

el m. c.d. de los cocientes a, b y ¢ serd g; pero sabemos que el m. e d.

de estos cocientes es la unidad; luego, %: 1y por lo tanto D=P, o sea

que D, el m. ¢. d. de los niimeros dados A, B y C, es igual a P, el producto
de los factores primos comunes afectados de su menor exponente.

@REGM PRACTICA PARA HALLAR EL M. C. D. DE VARIOS
NUMEROS POR DESCOMPOSICION EN FACTORES PRIMOS
Se descomponen los niimeros dados en sus factores primos. El m. c. d.
s¢ forma con el producto de los factores primos comunes con su menor
exponente.

Ejemplos

(1) Hallar el m. c. d. de 1800, 420, 1240 y 108.

1800 | 2 420 2 1260| 2 108! 2
900| 2 210| 2 630| 2 54|2
450| 2 105| 3 315/ 3 2,3
225\ 3 35|35 105| 3 93
75| 3 7 3 b 4 35| 5 3|3
25|35 1 77 1

5|5 1
1

1800 = 2% x 3* x 52,
420=22x3 x5x7.
120 =2#x32 x5x7.
108 = 2% X 3%,

Para hallar el m. c. d. multiplicames el 2 que es faclor comin por estar en
las cuatro descomposiciones, afectodo del exponente 2 que es el mencor; por
3 que también esté en los cuatro descomposicicnes, alectodo del exponente |
que es el menor; los demas factores no se toman por no estar en todaos los
descomposiciones. Luege:

m. c. d. de 1800, 420, 1260 y 108 =22 x 3=12. R.

(2) Hallar el m. c. d. de 170, 2890, 204 y 5100 por descomposicion en foctores.
Como 2B%0 es miltiplo de 170 porque 2890 + 170 =17 y como 5100 es mil-
tiplo de 204 porque 5100 <= 204 = 25 prescindimos de 2890 y 5100 y hallo-
mos el m. c. d. de 170 y 204. Tendremos:

170) 2 204| 2

85 5 102| 2

17| 17 5113 mecd=2X17=3,
1 7|17

1
34 es el m. c. d. de 170, 2890, 204 y 5100. R.
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@ METODO ABREVIADO

El m.c.d. de varios niimeros por descomposicion en factores primos
puede hallarse ripidamente dividiendo al mismo tiempo todos los niime-
ros dados por un factor comin, los cocientes nuevamente por un factor
comiin y asi sucesivamente hasta que los cocienles sean primos entre si.
El m.c.d. es el producto de los factores comunes.

I Ejemplos I

(1) Hollor el m. c. d. de 208, 910 y 1690 por el método abreviado.

28 910 V60| 2 . g =—2x13=2.
104 455 815 | 13
8 35 65

208, 910 y 1690 tenion el foctor comin 2. Los dividimos entre 2 y obtuvimos
los cocientes 104, 455 y 845 FEstos cocientes tenion el focter comin 13, los
dividimos entre 13 y obtuvimos los cocientes 8, 35 y 65 que no tienen ningdn
divisor comin. El m.c. d. es 2X 13=26. R

(2) Haollor el m. ¢ d. de 3430, 2450, 980 y 4410 por el mélodo abreviado
3430 2450 980 4410 | 10
343 245 98 441 | 7 mecd=10x72=490. R
49 35 14 63 | 7
7 5 2 9

3 EJERCICIO B9

Hallar por descomposicién en factores primos (puede usarse el método
abreviado) el m.c. d. de:

1. 20y 80. R. 20. 14 B40, 960, 7260 y 9135. R. 15.
. 144 y 520. R. 8. 15. 3174, 4761, 9522 y 12696. R. 1587.
3. 345y 850. R. 5. 16. 171, 342, 513 y 684. R. 171
4 19578 y 47190. R. 78. 17. 500, 560, 725, 4350 y 8200. R. 5.
5. 33.77y 121 R.11.  1B. 850, 2550, 4250 y 12750. R. 850.
6. 425, 800 y Y50. R. 25.  19. 465, 744, 837 y 2511. R. 93.
7. 2168, 7336 y 9184. R. 8. 20. 600, 1200, 1800 y 4800. R. 600.
8. 54,76, 114y 234. R. 2. 21. 57, 133, 532 y 1824. R. 19.
8. 320,450.560y 600.  R. 10. 22. 2645, 4232, 4761 y 5819, R. 529.
10. B58, 2288 y 3575. R. 143 23. 2523, 5046, 5887 y 7569. R. 841.
11. 464, 812 y 870. R. 58. 24. 961, 2821, 2418 y 10571 R. 31.
12. 98,294,392y 1176.  R. 98. 26. 2738, 9583, 15059, 3367 y 12691. R. 37.

13. 1560, 2400, 5400 y 6600. R. 120.
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10.

11.

12.

13.

14.

EJERCICIO %0
Hallar el m.c.d. de los siguientes grupos de numeros:
a) 540 y 1050 b) 910, 490 y 560 <) 690, 5290 y 920

hallando previamente todos los factores simples y compuestos de cada nu-
mero. . a) 30. b) 70. <) 230.
¢Se podran dividir tres varillas de 20 cms., 24 cms. y 30 cms. en pedazos
de 4 ems. de longitud sin que sobre ni falte nada entre cada varilla?
Se tienen tres varillas de 60 ans, 80 ams. y 100 cms. de lungilud respec-
tivamente. Se quieren dividir en pedazos de la misma longitud sin que
sobre ni falte nada. Diga wes longitudes posibles para cada pedazo.
Si quiero dividir cuatro varillas de 38, 46, 57 y 66 cns. de longitud en

azos de 9 cms. de longitud, gcudntos cms. habria que desperdiciar en
cada varilla y cuiintos pedazos obtendriamos de cada una?
Un padre da a un hijo B0 cts,, a otro 75 cts. y a otro (0 cts., para repartir
entre los pobres, de modo 3uu todos den a cada pobre la misma cantidad.
¢Cuil es la mayor cantidad que podrin dar a cada pobre y cudntos los
pobres socoiridos? R, 5 s, 43 pobres.
Dos cintas de 36 metros y 48 metros de longitud se quieren dividir ¢n
pedazos iguales y de la mayor longitud posible. jCudl serd la longitud
de cada pedazo? R. 12 ms.
¢Cudl serd la mayor longitud de una medida con la que se puedan medir
exactamente tres dimensiones de 140 metros, 50 mctros y 800 metros?
R. 20 ms.

Se ticnen tres cajas que contienen 1600 libras, 2000 libras y 3392 libras de
jabon respectivamente. El jabén de cada caja estd dividido en bloques
del mismo peso y el mayor posible. (Cudnto pesa cada blogue y cudntos
bloques hay en cada caja?  R. 16 lbsi en la 1%, 100; en la 23, 125;
en la 33, 212

Un hombre tiene tres rollos de billetes de banco. En uno tiene $4500, en
otro $5240 y en ¢l tercero $6500. Si todos los billetes son iguales y de la
mayor denominacién posible, ¢cuinto vale cada billete y cuantos {)illetes
hay en cada rollo? R. $20; en el 19, 225; en ¢l 29, 262; en el 39, 325.

Se quieren ‘envasar 161 kilos, 253 kilos y 207 kilos de plomo en tres
cajas, de modo que los bloguczi de plomo de cada caja tengan el mismo
peso y el mayor posible. ¢Cudnto pesa cada pedazo de plomo y cuintos
caben en cada caja?  R. 23 kilos; en la 13, 7; en la 2%, 11; en la 32, 9.
Una persona camina un ntimero exacto de pasos andando 650 cms., 800 cms,
y 1000 cms. ¢Cudl es la mayor longitud posible de cada paso?  R. 50 ans.

¢Cuil es la mayor longitud de una regla con la que se puede medir exac-
tamente el largo y el ancho de una sala que tiene B50 ems. de largo y
535 cms. de ancho? R. B85 cms.

Compré cierto numero de trajes por $2050. Vendi una parte por $15000,
cobrando por cada traje lo mismo que me habia costado. Hallar el mayor
valor pos.ble de cada traje y en ese supuesto, Jcudntos trajes me quedan?
R. $50; quedan 11.

Se ticnen tres extensiones de 3675, 1575 y 2275 meuros cuadrados de Super-
licie respectivamente y se quicren dividir en parcelas iguales. ¢Cudl ha -
de ser la superficie de cada parcela para que el nimero de parcelas de
cada una sea el menor posible? R, 175 m.2
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Lus divisoves comunes de dos o mds nimeros son divisores del m. c. d.
de estos niimeros, porque todo divisor de dos o mas nimeros divide a su
m.c.d. (313 y 316). Por tanto, para hallar los divisores comunes a dos o
mas nameros, hallaremos el m. c. d. de estos niimeros y luego los Factores
simples y compuestos de este m.c.d., y estos factores serin los divisores

comunes a los nimeros dados.

Ejemplos I

Hollar los foctores comunes a 180 y 252.

1 2 2
Hallemos el m. ¢. d. de estos nimeros: —» 252 (180 | 72 36
72 | 36 0
Ahora hallomos los factores simples y compuestos de 3&:
362 36 =27 &35
18| 2 S 1 2 4
?13 ?2¢| 2 T & 1%
}; %, T 3
Los foctores comunes o 180 y 252 son 1,2,3,4, 6,9, 12,18y 36. R.
» EJERCICIO 91
Hallin los lactores comunes a:
1. 18y 72 R. L2 3.6, 9y 18
2. 40 y 200. R. L2 45 8. 10, 20 vy 40.
3. 4y T R. 1,2 3 4 6 5 12 16, 24 y 43
4. GOy 210 R. 1, 2 4, 5 6 10, 15 y 30.
5. 90y 225, R. L3a9 15y 45
8. 147 y 245, R. 1.7y 49
7. 420 y S00. R 1 % -|. BB 10, 16, 20, 32, 40, 80 y 160.
8 315y 5h R. L4 5 7 15 21,35 y 1UL
9. 450 y 1500. R. 1.2 % & 6100 15, 25, 30, 50, 75 y 150.
10. 56, 81y 140. R. 1,2, 47 14y 25
11. 120, 300 y 360. R.1L2 4606, 10, 12, 15, 20, 30 y 60
12. 204, 510 y 459. R. 1.3 17 y il
13. 400, 500, 350 y 250. R. 1. ‘.f. a 10, 25 v ol
14. 213, 1215, 2130 y K100, R. 1, 3, 9.27 y 51
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de dos numeros dividido entre el M. C. D. de ambos nameros, da um-g_
este procedimiento

MINIMO COMUN MULTIPLO CAPITULO xxu

MULTIPLO COMUN de dos o mids niimeros es todo niimero que con-

tiene exactamente a cada uno de ellos.

Asi, 40 es multiplo comin de 20 y 8 porque 40 contiene a 20 dos ve-
ces y a B cinco veces exactamente.

90 es multiplo comiin de 45, 18 y 15 porque 90 +45=2, 90 +18=5
y 90 + 15 = 6, sin que sobre residuo en ningin caso.

MINIMO COMUN MULTIPLO de dos o mds niimeros es el menor
nimero que contiene un niimero exacto de veces a cada uno de ellos.
Se designa por las iniciales m.c. m

Ejemplos
(1) 36 contiene exactamente o ? y o & 18 tombién contiene exactamente a 9

y a 6.
gHay algin nimero menor que 18 que contenga exaclomente a 9 y o &7
No. Entonces 1Besel m. c. m. de 9y 6.

(2) 60 es divisible por 2, 3 y 4; 48 también, 24 también y 12 también. Comec no
hay ningin nimere menor que 12 que sea divisible por 2, 3 y 4 tendremos que
12eselm. c.m de 2, 3y 4

222
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@MINIMO COMUN MULTIPLO POR INSPECCION

La teoria del m. c. m. es de gran importancia por sus numerosas apli-
caciones.

Cuando se trata de hallar el m. c. m. de niimeros pequerios éste pue-
de hallarse muy [Ecilmente por simple nspeccion, de este modo:

Como el m. c. m. de varios nimeros tiene (ue ser miltiplo del ma-
yor de ellos, se mira a ver si el mayor de los nimeros dados contiene exac-
tamente a los demis. Si es asi, el mayor es el m.c.m. Si no los con-
tiene, s¢ busca cual es el menor miltiplo del nimero mayor que los con-
tiene exactamente y éste seria el m. c. m. buscado.

Ejemplos

’ (1) Hallor el m. c. m. de 8 y 4.
Como el maycr B contiene exactamente a 4, B es el m. c. m. de 8 y 4. R,

(2) Hollar el m. c. m. de 8, 6 y 4.
B contiene exactamente @ 4 pero no o 6. De los miltiplos de B, BX2=16
no contiene exaclomente a 6, B X 3 =24 contiene exoctamente a &6 y 4.
24eselm. c.m.de B, 6y4d R

(3) Hollor el m. c. m. de 10,12 y 15.
15 no contiene a los demés; 15X 2=30 no contiene a 12; 15X 3 =45
tampoco; 15 X 4 — &0 contiene cinco veces o 12 y 6 veces o 10. 60 es el
m. c. m de 10, 12 y 15. R.

& EJERCICIO 92
Diga, por simple inspeccién, cuil es el m.c.m. de:

1L 7y 14 R. 14. 16. 30, 15 y 60. R. 60.
2. vy ls R. 18 17. 121, 605 y 1210. R. 1210.
3. 3,6y 12 R. 12. 18. 2, 6y 9. R. 11
4 5 10y 2. R. 20. 18. 5, 10 y 15 R. 30.
6. 4, 8, 16 y 32 R. 32 20. 3,5y6 R. 30.
6. 10, 20, 40 y 80. R. 80. 21. 2,3 y09. R. 18
7. 2, 6. 18 y 36. R. 36. 22. 2,3,4y6. R. 12
8. 3,15, 75 v 475. R. 375. 23. 2,3,5y6. R. 30.
8. 1y R. 12 24 3,410y 15 R. 6.
10. ®y 10 R. 40. 26. 4, 5, 8 y 20 R. 40.
11. 9y 15 R. 45. 26. 2,5, 10y 25 R. 50.
12. 14 y 21. R. 42 27. 4. 10, 15, 20 y 30. R. 0.
13. 12y 15. R. ;0. 28. 5, 10, 15, 30 y 45. R. 90.
14. 16 y 24 R. 48 29. 2, 4, 10, 20, 25 y 30. R. 300.
15. 21 y 2. R. B4 30. 7,14, 21, 35 y 70. R. 210.

METODOS PARA HALLAR EL M.C. M,

Cuando no es ficil hallar el mn.c. m. por simple inspeccion por no
ser pequenios los niumeros, éste puede ser hallado por dos meétodos:

1) Por el m.c.d. 2) Por descomposicion en factores primos.
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. M.C.M. POR EL M.C.D.

Se pueden considerar dos casos:  a) Que se trate de dos niuneros.
h) Que se trate de mis de dos miimeros.

M.C.M. DE DOS NUMEROS POR EL M. C.D.

La regla para este caso se lunda en el siguiente teorema.

@TEOREMA

Ll m.c.m. de dos ndmeros es igual a su producto dividido por
su m. ¢ d.

En elecor El producto de los dos niameros dados seri multiplo co-
mun e ambaos, pucs contendra a cada factor tantas veces como umdades
tenga el otro. 51 dividimos este producto por un tactor comun a los dos
mimeros dados, el cociente seguird sicndo multuplo comin de los dos na-
meros dados, aungue menor que el anenor; luego, si dividimos el pro-
ducto por el mayor tactor comin de los dos nimeros dados, que es su
m. . d, el cociente sera tambicn mualuplo coman de los dos y ¢l menor
pn!ii']lﬂ'.

@ REGLA PRACTICA PARA HALLAR EL M.C. M.
DE DOS NUMEROS POR EL M. C. D.

Se multiplican los numeros dades y se divide este producto por el
m. ¢. d. de ambos. El cociente sera el m. com.

l Ejemplos I

(1) Hollar el m. c. m. de 84 y 120 por el m. c. d.

1 2 3
Hallemos el m. ¢. d.: i?ﬂ B4 36 12 mcd=12
7 I 0 |

120 x
El m. ¢. m. sera: %ZI?OX?:BJ& R.

Obsérvese que para dividir el producto 120 x 84 por 12 bosta dividir uno de
los tactores, por ejemplo el B4, por 12.

(Z) Hollar el m. c. m. de 238 y 340.

1 3
Hallemes el m. ¢ d- j3-!0 238 | 102 M| mcd=34
102 34 00
238 x 340
El m. c. m. de 238 y 340 sera: ——_ —— =238 x 10 = 2380. R.

34
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CASO ESPECIAL

Si los dos nimeros dados son primos entre si, el m.c. m. es su pro-
ducto, porque siendo su m.c.d. la unidad, al dividir su producto por 1
queda igual.

Asi, el . c. m. de 15 y 16, que son primos entre si, sera 15x16=240. R.

El m.c.m. de 123 y 143 serd 123 x 143 =17589. K.

» EJERCICIO 93
Hallar, por medio del m. c. d., ¢l m. ¢ m. de:

1. gyo. R. 72 13. 80 y 120. R. 240.

2. 36 y 37. R. 1332 14. 96 y 108. R. B64.

3. 96y97. R. 9312. 15. 104 y 200. R. 2600.

4. 101 y 102. R. 10302 16. 125 y 360. R. 9000.

5. 14y21 R. 42. 17. 124 y 160. R. 4960.

6. 15y 4a. R. 45. 18. 140 y 343. R. B6860.

7. 45 y 90. R. 90. 18. 254 y 360. R. 45720.

8. 105 y 210. R. 210. 20. 320 y 848. R. 16960.

8. 109 y 327. R. 327. 21. 930 y 3100. R. 9300.

10. 12 y 40. R. 120. 22. 7856 y 9243. R. 73005808.

11. 16 y 30. R. 240. 23. 9504 y 14688. R. 161568.

12. 12y 44 R. 132. 24. 10108 y 15162. R. 30324

26. Fl m.c. d. de dos niimeros es 2 y ¢l m.c.m. 16. Hallar el producto de
los dos numeros. R. 32.

26. El m.c.d. de dos nomeros es 115 y el m.com. 230. ¢Cuil es el producto
de los dos numerosz  R. 2(450.

27. El m.c.m. de dos nimeros es 450 y el m.c.d. 3. Si uno de los nimeros
es 14, ¢cudl es el otror  R. T3

28. El m.c.m. de dos numeros primos entre si es 240. Si uno de los nimeros

es 15, gcudl es el owro? R, 16.

M. C. M. DE MAS DE DOS NUMEROS POR EL M. C. D.

La regla para este caso se funda en el siguiente teorema.

(G reonemn

El m.c. m. de varios nimeros no se altera porque se sustituyan dos
de ellos por su m. c. m.

Sean los numeros 4, B, C y D. Hallemos
el mc.m de A y B y sea este m; hallemos el
de m y C y sea é¢ste m'; hallemos el de m" y D
y sea ¢stc m". Vamos a demostrar que m" es
el mc.m.de 4, B, CyD.

B Aritmética
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En efecto: Todo multiplo comin de 4, B, C y D, por serlo en par-
ticular de A y B, seri miluplo de su m.c.m. m, porque todo muluplo
de dos nimeros es muluplo de su m.c. m.  Por otra parte, wdo maluplo
comun de i, C y D, por serlo en particular de m, lo serd de sus divisores
A y B, luego serd multiplo comin de 4, B, C y D. Por lo tanto, 4, B,
C y D tienen los mismos multiplos comunes que m, C y D; luego ¢l m. . m,,
que no es sino el menor de cstos multiplos comunes, serd el mismo para
A, B, CyD que para m, C y D.

Segun esto, podemos sustituir A y B por sum.c.m., que esm, my C
los podemos sustituir por su m. c. m., que es m’, quedando solamente m'’
yD. Elm.c.m. de m' y D, que es m”, seri el m.c.m. de 4, B, C y D.

@REGLA PRACTICA PARA HALLAR EL M.C. M, DE MAS
DE DOS NUMEROS POR EL M. C. D.

Se halla primero el m. c. m. de dos de cllos, luego el de otro de los
numeros dados y el m. c. m. hallado, después el de otro de los numeros
dados y el segundo m.c. m. hallado y asi sucesivamente hasta el dGltimo
nimero. El dltimo m. . m. serd el m. . m. de todos los niimeros dados.

Si alguno de los nimeros dados es divisor de otro, puede suprimirse
al hallar el m.c. m. La operacion con los restantes se debe empezar por
los mayores, ya que se termina mas pronto,

Ejemplo I

Hellar el m. ¢. m. de 400, 360, 180, 54 y 18.

Como 18 es divisor de 54 y 180 de 340, prescindimos de ambos y nos quedamos
con 400, 360 y 54.

Hallemos el m. c. m. de 400 y 340:

1 lse
MXEH}':IOXM:M h@____aég !ﬂ_mcdzdo
0 a0 |00 !
Hollemos el m. ¢. m. de 3600 y 54 I 66| 1
3600 x 54 3600 54 ] m. c. d. =18
e L =10 Pl o e e
18 RS T M]L m' 0
36

10800 es el m c. m. de 400, 360, 180, 54 y 18. R.

CASO ESPECIAL

$i los nimeros dados son primos dos a dos, €l m. c. m. es su producto,
porque 1 es el m. c. d. de dos cualesquiera de ellos.

Asi, por ejemplo, el m.c.m. de 2, 3, 5 y 17 seri:

2x3x0x17=510. R.
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» EJERCICIO 94

Hallar, por medio del m.c.d, el m.c.m. de:

1. Z.3y11. R. 66. 12. 9,12, 16y 25. R. 3600.
2. 7,89y13. R. 6H52. 13. 16,84 y 114. R. 6384.

3. 15,25y 7. R. 75. 14. 110, 115 y 540. R. 136620.
4. 2,4,8y 16 R. 16. 16. 210, 360y 548. R. 315240.
5. 5,10, 40 y B0. R. B0. 16. 100, 500, 2100 y 3000. R. 21000.
6. T7,14,28y 56. R. G56. 17. 56, 72, 124 y 360. R. 78120.
7. 15, 30, 45 y 60. R. 180. 18. 105, 306, 405 y 504. R. 385560.
8 3.5 15 21y42 R. 210. 19. 13, 91, 104 y 143. R. B00S.
9. 100, 300, BOO y 900. R. 7200. 20. 58, 85, 121, 145 y 154. R. 4175710.
10. 15, 30, 60 y 180. R. 180. 21. 108,218, 306, 2040 y 4080. R. 36720.
11. B, 10, 15 y 32. R. 480. 22. 33. 49, 165. 245 y 343. R. 56595

M. C. M. POR DESCOMPOSICION EN FACTORES

@ TEOREMA

El m. c. m. de varios niimeros descompuestos en sus factores primos es
igual al producto de los factores primos comunes y no comunes afectados
de su mayor exponente. .

A=2x3%x5,

Sean los numeros A, B y C que descompuestos

. = B=2*%x3FxX5xT.
en sus factores primos equnalt:n:

C=2 x$¥PEx11.

Vamos a demostrar que el m.c.m, de 4, B y C serd 28 x3*x5*x Tx 11,

Para demostrar que 2! X 3 X 5* X 7% 11 es el m. c. m. tenemos que
demostrar dos cosas: 1) Que es comin mdltiplo de 4, By C. 2) Que es
el menor comin multplo de estos nimeros.

En efecto: El producto 2* x 3% x 5* x 7 X 11 es comin miiltiplo de
A, B y C porque conticne todos los factores primos de estos nimeros con
iguales 0 mayores exponentes, y es el menor maikltiplo comin de 4, By C
porque cualquier vtro producto menor habria de tener o algin factor pri-
mo de menos, en cuyo caso no seria miltiplo del nimero que contuviera
a ese factor; por ejemplo, el producto 2% x 3% x 5 x 7 serd menor que
2' x 3* x 5* x 7 x 11, pero no serd miltiplo de C porque no contiene el
factor primo 11 que se halla en la descomposicion de C: o teniendo los
mismos factores primos, alguno estaria elevado a un exponente menor, en
cuyo caso no seria multiplo del niimero que contuviera ese factor elevado
a un exponente mayor; por cjemplo, 2% X 3* X 5* x 7 X 11 no seria multi-
plo de B porque el factor primo 2 estd elevado en este producto a la ter-
cera potencia, y en el nimero B estd a la cuarta potencia. Luego, si nin-
gin otro nimero menor que el producto 2* x 3% x 5* X 7 x 11 puede ser
comin miltiplo de 4, B y C, ¢l producto 2! x 3* x 5* X 7 x 11 es el m. c. m.
de los nimeros dados.
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@REGLA PRACTICA PARA HALLAR EL M. C. M. DE VARIOS
NUMEROS POR DESCOMPOSICION EN FACTORES PRIMOS
Se descomponen los niimeros en sus factores primos y el m.c. m. se
forma con el producto de los factores primos comunes y no comunes afec-
tados de su mayor exponente.

| Ejemplos |

(1) Hallar el m. c. m. de 50, 80, 120 y 300.

50 2 802 120, 2 3002
2515 40| 2 &0, 2 150 2
515 20| 2 302 7513
1 10| 2 15| 3 2515
515 515 5|5
1 1 1
=2 x%
80=24 x 5.
120=2% % 3 X 5,
300=2"x 3 x 5.

El m. ¢. m. estard formado por el factar prime 2 elevado a su moyor expo-
nente que es 4, mulhplicodo por el factor primo 5 elevado a su mayor expo-
nente que es 2, multiplicado por el factor primo 3, elevade @ su moyor ex-
ponente que es 1. Luego

m. c. m. de 50, 80, 120 y 300=2* X 57 X 3=1200. R.

(2} Hallar el m. c. m. de 24, 4B, 56 y 168.
Como el 24 es divisor de 48 y 56 de 16B, prescindimos de 24 y 56 y hallo-
remos solamente el m. c. m. de 48 y 168, porque ledo miltiple comin de
estos nimeros serd multiplo de sus divisores 24 y 56

48| 2 168| 2

242 B4 2 B=29x3
12|12 422

6|2 213 168=2x3x7.
3|3 |7

1 1
mem=2xX3IxXT=33%
334 serd el m. ¢, m. de 24, 4B, 56 y 16B. R,

@ METODO ABREVIADO

El m.c. m. por descomposicion en factores se puede hallar mis rdpi-
damente de este modo:

Se divide cada uno de los nimeros dados por su menor divisor; lo
propio se hace con los cocientes hasta obtener que todos los cocientes sean 1.
El m. c. m. es el producto de todos los divisores primos,



Ejemplos
(1) Haller el m. ¢. m. de 30, g
60 y 190 por el método 30
abreviado. Prescindimos 15
de 30 divisor de 60 y te- 5

nemos:

MINIMO COMUN MULTIPLOD
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-
L -]

El ndmerc que no es divisible par un factor primo se repite debajo como se

ha hecho dos veces con 95.

(2) Hallar el m. c. m. 360 480 500 600 2
de 360, 480, 500 y 180 240 250 300 | 2
600 por el métode 90 120 125 150 | 2
abreviado. 5 &0 125 =1 &
45 30 125 75]12 P, -
45 15 125 751 3 h.c.m;=?g’,‘5;
1505 125 25| 3 (IS RXIXIB=I6000 R
5 5 1% 2515
1 1 25 & 5
5 115

» EJERCICIO 95

Hallar por descomposicién en factores primos (puede emplearse el método

abreviado), €l m.c. m. de:

1. 32 80. R. 160.
2. 46 y 69. R. 138.
3. 18, 24 y 40. R. 360.

4 32, 48 y 108. R. 864.

6. 5 1. 10 y 14 R. 70.

6. 2 3,6 12 y d0. R. 300.

7. 100, 500, 700 y 1000. R. 7000.

8. 14, 38, 56 y 114. R. 3192.
9. 13,14, 39 y 342. R. 4446.
10. 15, 16, 48 y 150. R. 1200.
> EJERCICIO 96

1.

de a 5 cs.?
2.

11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.

14, 28, 30 y 120. R. 840.
96, 102, 192 y 306. R. 9792.
108, 216, 432 y 500. R. 54000.
21, 39, 60 y 200. R. 54600.
81, 100, 300, 350 y 400. R. 226800.
98, 490, 2401 y 4900.  R. 240100.
91, 845, 1690 y 2197.  R. 153790.
529, 1058, 1587 y 5290. R. 15870.
B41, 1682, 2523 y 5887. R. 35322.
5476, 6845, 13690, 16428

y 20535. R. 82140.

Con 10 cs., ¢podré comprar un nimero exacto de ldpices de a 3 cts. y

Con 30 cts,, ¢podré comprar un numero exacto de lipices de a 3 cts,,

5 as. y 6 cs. cada uno? ¢Cuintos de cada precio?

3. ¢Con qué cantidad, menor que 40 cts.,, podré comprar un numero exacto
de manzanas de a 4 as., 6 cts. y 9 cts. cada una?
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o .

10.

11.

12.

13.

14.

16.

186.

17

¢Pucde Ud. tener 50 cts. en piczas de cinco, diez y veinte centavos?

¢Cual es la menor suma de dinero que se puede tener en piezas de cinco,
diez y velule centavos?

¢Cual es la menor suma de dinero que se puede tener en billetes de a
32, de a $5 v de a 320 y cudntos billetes de cada denominacion harian
falta en cada caso?

Hallar la menor distanaa que se puede medir exactamente con una regla
de 2, de 5 o de 8 pies de latgo.  R. 40 p.

¢Cudl es la menor suma de dinero con yue se puede comprar un nimero
exacto de libros de a $3, $4, 5 u 38 cada uno y cuintos libros de cada
precio podria comprar con esa suma? - R. $120; 40 de 33, 30 de $4, 24
de 35 y 15 de $8.

Para comprar un numero exacto de docenas de pelotas de a B0 cs. la
dotena o un numero exacto de docenas de Lipices a 60 cts. la docena,
il es la menor suma de dinero necesariar - R, $2.40.

¢Cuill o5 la menor cantidad de dinero que necesito para comprar un
numero exacto de trajes de a §$30, $45 o %5&] cada uno si quicro que ¢n
cada caso me sobren §252 R. $475.

¢Cual es la menor capatidad de un estanque que se puede llenar en un
niumero exacto de uunutos por cualquiera de tres llaves que vierten: la
1%, 12 litros por minuto; la 2%, 18 lires por minute y la 3%, 20 lLitros
por minuto?  R. 180 litros.

¢Cuil es la menor capacidad de un estangue lilue s¢ puede llenar en un
namero exacto de segundos por cualquicra de tres llaves que vierten:
la 1%, 2 litros por sepundo; la 22, 30 litros ¢n 2 segundos y la 32, 48 litros
en 3 segundosr R. 240 litros.

Hallar la menor capacidad posible de un deposito que se puede llenar
en un numero exacto de minutos abriendo simultineamente tres llaves
que vierten: la 1%, 10 liwos por minute; la 2%, 12 lhiwos por minuto y
la 32, 30 litros por minuto, y cuintos minutos tardaria en llenarse.
R. 52 hitrus; 1 min.

¢Cuil serd la menor longitud de una varilla que se puede dividir en peda-
zos de 8 cus,, 9 e, o 15 cms. de longitud sin que sobre ni falte nada
y cwintos pedazos de cada longitud se podrian sacar de esa varilla?
R. 360 ums; 45 de 8 40 de 9 y 24 de 15.

Hallar el menor nimero de bombones necesario para repartir entre tres
clases de 20 alumnos, 25 alumnos o 30 alumnos, de modo que cada
alumno reciba un ndmero e¢xacto de bombones y cudntos bombones reci-
bird cada alummo de la 13, de la 2* o de Ja 32 clase. R. 300 bomb.
de la 12, 15; de la 23, 12; de la 3%, 10.

Tres galgos arrancan juntos en una carrera ¢n que la pista es crcu
lar. Si el prunero tarda 10 segundos en dar una vuelta a la pista, el
segundo 11 scgundos y el tercero 12 scgundos, ¢al cabo de cudntos se-
gundos Szaar;iu juntos por la linca de salida y cudntas vucltas habri
dado cada uno en ese tempor? R. 660 seg. u 11 min,; ¢l 19 66; el
29, 60; el 39, 55.

Tres aviones salen de una misma ciudad, el 19 cada 8 dias, el 29 cada
10 dias 'y el 3¥ cada 20 dias. Si salen juntos de ese aeropuerto ¢l dia 2 de
encro, ¢cudles serdn las dos fechas mis préximas en que volverdn a salir
juntos? (el ano no es bisiesto).  R. 11 de [ebrero y 23 de marzo.



El origen de las fracciones comunes o gquebrados e muy remoto. Los babilonios, egipcios ¥ griegos han
dejado pruebas de que conocian las fracciones. Cuando Juan de Luna tradujo al latin, en el siglo XII, la Arit-
miética de Al-Juarizmi, empled fractio para traducir la palabra drabe al-kasr, que significa quebrar, romper.
Este uso se generalizd junto con la forma ruptus, que preferia Leonardo de Pisa.

NUMEROS FRACCIONARIOS. CAPITULO xxm
PROPIEDADES GENERALES

AMPLIACION DEL CAMPO DE LOS NUMEROS.
NUMEROS FRACCIONARIOS

Hemos visto (12) que las cantidades discontinuas o pluralidades, como
las manzanas de un cesto, estin constituidas por clementos naturalmente
separados unos de otros, mientras que las canudades continuas, como la
longitud de una sala, constituyen un todo cuyos elementos no estin natu-
ralmente separados entre si.

La medicion de las cantidades conunuas y las divisiones inexactas han
hecho que se amplie ¢l conpo de los nameros con la introduccion de los
numeros {raccionarios,

MEDIDA DE CANTIDADES CONTINUAS. UNIDAD

PRINCIPAL Y UNIDADES SECUNDARIAS

Para medir una cantidad continua, por cjemplo la longitud del
segmento AB (Ligma #4), se clige una longitud cualquiera, por ejem
plu, la longitud del segmento €D
como unidad de medida, y esta es

- - . A -~ —+B el
la unidad principal.

23' FIGURA 34 _|
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Para realizar la medida transportamos el seginento unidad CD conse-
cutivamente sobre ¢l segmento AB a parur de uno de sus extremos y en-
contramos que el segmento AB contiene tres veces exactamente al segmen-
to €D, o sea, que la medida del segmento AB es 3 veces la unidad princi-
pal o segmento CD. Pero no siempre sucede que la unidad principal esté
contenida un nimero exacto de veces en la cantidad que se mide.

Asi, por ejemplo, si queremos medir la longitud del segmento NM

ok Sk e A (figura 35) siendo la unidad prin-
cipal el segmento CD, nos encon-
. s = " tramos, al transportar CD sobre

NM, que éste contiene 3 veces
a CD y nos sobra el segmento PM. Entonces tomamos como
e unidad de medida la mitad de CD (unidad secundaria) y lle-
vindola sobre NM a partir del extremo N, vemos que estd
contenida 7 veces exactamente en NM. Entonces decmos que la me-
dida del segmento NM es 7 veces la mitad del segmento CD, o sea,

/s de CD.

Como se ve, ha habido necesidad de introducir un nuevo ndmero, el
nimero fraccionario 7/s, en ¢l cual el 2 (denominador) indica que la uni-
dad principal que es la longitud de CD se ha dividido en dos partes igua-
les, y el 7 (numerador), que NM contiene sicte de estas partes.  Del propio
Dicasl8 " R——— modo, si queremos medir la lon-

gitud del segmento EF (figura 36)
siecndo €D la unidad principal,

C D E F
nos encontramos, al transportar
CD sobre EF, que este segmento
Crt——i € ; =F es menor que la unidad princi-
pal CD. Si tomamos como uni-
Ciree——sD E: : L dad la mitad de €D, linea a), o
su tercera parte, linca b), y las llevamos sobre EF, vemos que
I FIGURA 36 este segmento no contiene exactamente a cstas unidades secun-

darias. Tomando como unidad de medida la cuarta parte de CD,
linca ¢), vemos (que ésta estd contenida tres veces exactamente cn EF. En-
tonces decimos que la medida del segmento £F es 3 veces la cuarta parte
de CD, o sca, ¥/, de GD. Véase que en el namero fraccionario */4 el de-
nominador 4 indica que la unidad secundaria que se ha empleado es la
cuarta parte de la unidad principal, y ¢l numerador 3 indica las veces que
EF conticne a dicha unidad secundaria.
En resumen: Unidad principal es la unidad elegida y unidades secun-
darias son cada una de las partes iguales en que se divide la unidad prin-
cipal.
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@NECESIDAD DEL NUMERO FRACCIOMNARIO
EN LAS DIVISIONES INEXACTAS

Otra necesidad del empleo de los niimeros fraccionarios la tenemos en
las divisiones inexactas.

La division exacta no siempre es posible, porque muchas veces no
existe ningan mimero entero que multiplicado por el divisor dé el divi-
dendo. Asi, la division de 3 entre 5 no es exacta porque no hay ningin
niimero entero ue multiplicado por 5 dé 3.

Entonces jcomo expresar el cociente exacto de 3 entre 5?2 Pues ni-
camente por medio del niimero fraccionario 35,

Del propio modo, el cociente exacto de 4 entre 7 se expresa ‘/; y el
de 9 entre 5 se expresa °/;.

Lo anterior nos dice que todo nimero [raccionario representa el co-
ciente exacto de una division en la cual el numerador representa el divi-
dendo y el denominador el divisor.

@ NUMERO FRACCIONARIO O QUEBRADO es el que expresa una o
varias partes iguales de la unidad principal.

Si la unidad se divide en dos partes iguales, estas partes se llaman
medios; s1 se divide en tres partes iguales, estas partes se llaman tercios;
en cuatro partes iguales, cuartos; en cinco partes iguales, quintos; en seis
partes igualcs, sextos; cic.

TERMINOS DEL QUEBRADO. SU CONCEPTO

Un quebrado consta de dos términos, llamados numerador y deno-
minador.

El denominador indica en cudntas partes iguales se ha dividido la
unidad principal, y el numerador, cuintas de esas partes se toman.

Asi, en el quebrado tres cuartos, ‘i, el denominador 4 indica que la

unidad se ha dividido en cuatro partes iguales, y el numerador 3, quc se
han tomado tres de esas partes iguales.

En el quebrado siete novenos, ~:~. el denominador 9 indica que la uni-
dad sc ha dividido en nueve partes iguales, y €l numerador 7, que se han
tomado siete de esas partes.

NOTACION
Para escribir un quebrado se escribe el numerador arriba separado por

una raya oblicua u horizontal del denominador. Asi, cuatro quintos se

T . ! . .. 8 6
escribe —- 0 /., cinco octavos se escribe - o "/,
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NOMENCLATURA

Para leer un quebrado se enuncia primero el numerador y después
el denominador. 51 ¢l denominador es 2, se lee medios; si es 3, tercios;
sl es 4, cuartos; si es 5, quintos; st es 6, sextos; st es T, séptimos; si es 8,
octavos; st es 9, novenos,’y si es 10, décumos.

$i el denomunador es mayor que 10, se anade al niamero la termina-
cion avo.

Asi, -f se lee tres octavos; —:— se lee cinco séptimos; ;’—, se lee tres oncea-

4 %
VOS; Py se lee cuatro quinceavos.

@ INTERPRETACION

Todo quebrado pucde considerarse como el cociente de una division
en la cual el numerador representa el dividendo y el denominador el
divisor.

s 3 . e
Asi, — representa el cociente de una division en la cual el numera-

dor 2 es el dividendo y el denominador 3 el divisor.
2

En etecto: Si -

es el cociente de la division de 2 entre 3, multipli-
cando este cociente ;— por el divisor 3, debe daruos el dividendo 2, y efec-

tivamente:
2 tercios X 3 = 2 tercios + 2 ercios + 2 tercios = 6 tercivs =

purque si 3 tercios constituyen una unidad, 6 tercios, que es ¢l doble, for-
maran 2 unidades.

CLASES DE QUEBRADOS

Los quebrados se dividen en quebrados comunes y quebrados deci-
males.
Quebrados comunes son aquellos cuyo denominador no es la unidad
3 3 7 e
seguida de ceros, como —, - .
Quebrados decimales son aquellos cuyo denominador es la unidad se-
. T 1] i1
guida de ceros, como Ry s
Los quebrados, tanto comunes como decimales, pueden ser propios,
iguales a la unidad o impropios.

Quebrado propio es aquel cuyo numerador es menor que el denomi-
2 | b
ar & r"
Todo quebrado propio es menor que la unidad. Asi, .:, €5 menor

que la unidad porque la unidad la hemos dividido en 4 partes iguales y

nador. Ejemplos:

. Y 1

501 ; { - = b3

_ o |1cl'n.ﬂs tomado 3 de esas partes; por tanto, a = le falia + Ppara ser
igual a - o sea la unidad.
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Quebrado igual a la unidad es aquel cuyo numerador es igual al de-
nominador. Ejemplos: ~:—, —:;, —:~.

Quebrado impropio es aquel cuyo numerador es mayor que el deno-
B 4 T
2" 3’ 5" g

Todo quebrado impropio es mayor que la unidad. Asi, - es mayor
que la unidad porque la unidad la hemos dividido en 5 partes iguales y

minador. Ejemplos:

7 2 5
hemos tomado 7 de estas partes; por tanto, = excede en 5 a5 0sea la

unidad.
NUMERO MIXTO es ¢l que consta de entero y quebrado.  Ejemplos:
Y
1=, 4=,

Todo nmimero mixto contiene un numero exacto de unidades y ade-
mds una o varias partes iguales de la unmdad.

» EJERCICIO 97

1. ¢Como se llaman las partes iguales en que se divide la unidad si se divide
en 12 partes, 15 partes, 27 partes, 56 partes iguales?

¢Cuintos tercios hay en una umdad, en 2 unidades, en 3 unidades?
¢Cuiintos novenos hay en una umdad, en 4 unidades, en 7 unidades?
¢Cuantos treceavos hay en 2 unidades, en 5 unidades?

¢Cuintos medios hay en la mitad de una upitad; cuintos tercios en la ter-
cera parte de una unidad; cudntos octavos ¢n la octava parte de una unidad?
¢Cudntos cuartos, sextos y décimos hay en media unidad?

¢Cuintos medios y cuartos hay en dos umdades y.media?

Si una manzana la divido en 5 partes iguales y a un muchacho le doy
tres de esas partes y a otro el resto, ¢como se llaman las partes que he
dado a cada uno?

9. En los quebrados
y el denominador.
10. ;Como pueden interpretarse los quebrados -E, %, —? Demuéstrese.

PHNE pew®

& 4 11

o P
T 55 Y o digase lo que significan el numerador

11. 1 !1 aT 126 211 1604
¥ los quebrados 1w’ 108’ 3’ m19’ o765’

12. Escribanse los quebrados: siete décimos; catorce diecinueveavos, doscien-
tos cincuenta, ciento treinta y dosavos; cincuenta y nueve, cualrocientos
ochenta y nueveavos; mil doscientos cincuenta y tres, ties mil novecientos
ochenta y nueveavos.

13- De los quebrados siguientes, diga cuiles son mayores, cudles menores y
f_ 168 15 31 114 10 103 1360 8BS 162 65

: 7' 9’ 15" 96’ 113’ 14’ 103’ we7” 162 95 ' 03
14. Diga cuinto hay que afadir a cada uno de los quebrados siguientes para
5 14 18 108 245

1’ 28" 19’ 2m " wer

cuales iguales a la unidad:

que sean iguales a la unidad:
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15. Diga en cuinto excede cada uno de los quebrados siguientes a la umidad:
@ 15 33 B0 314 1080

T ot T s’ 000 °
16. ¢Cuil es ¢l menor y ¢l mayor quebrado propio de denominador 23;
25 32, a9

17. Diga en cuinto aumenta cada uno de los quebrados 2, L L al anadir

a6 8
3 al numerador.
18. Diga en cudnto disminuye cada uno de los quebrados —:,
6 al numerador.

10 17

T al restar

PROPIEDADES DE LAS FRACCIONES COMUNES

TEOREMA

De varios quebrados que tengan igual denominador es mayor el que
tenga mayor numerador.

Sean los quebrados %,
tres quebrados.

En efecto: Todos estos quebrados representan partes iguales de la
unidad, o sea cuartos; luego serd el mayor el que contenga mayor nimero

b 3 . 7
+ Y -+ Decimos que - es el mayor de estos

7
de partes, que es —.

4
TEOREMA

De varios quebrados que tengan igual numerador, es mayor el que

tenga menor denominador.

Sean los quebrados -E-, 2 Yy -:—. Decimos que -} es el mayor de estos

tres guebrados. .

En efecto: Estos tres quebrados contienen el mismo nimero de par-
tes de la unidad, dos cada uno; pero las partes del primero son mayores
que las del segundo o tercero, pues en ¢l primero la unidad esta dividida
en tres partes iguales; en el segundo, en cinco, y en el tercero, en siete;

2
luego, — es el mayor.

TEOREMA

Si a los dos términos de un quebrado propio se suma un mismo
niimero, el quebrado que resulta es mayor que el primero.

Sea el quebrado —:~ Sumemos un mismo numero, 2 por ejemplo, a
. B+ T . T
sus dos términos y tendremos ;= Decimos que -

[
T+ [ >1'

3 o . L]
En efecto: A % le faltan —- para ser igual a % o sea la unidad, y a —
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7 L 2

le faltan — . para ser igual a < O sea la unidad; pero - es menor qu

luego, a -

le falta menos para ser igual a la unidad que a —, o0 sea, -~ >

9 reonea

Si a los dos términos de un quebrado propio se resta un mismo nu-
mero, el quebrado que resulta es menor que el primero.

-l.{u =t | w

o-2
sus dos términos y lendrcmos

-

Sea el quebrado o Restemos un mismo namero, 2 por ejemplo,
s+ Deamos que — 1<

En efecto: A — le faltan - - para ser 1gual a s, o sea la unidad, y a 1

le faltan = ; Ppara ser ;guai a —, o sea la unidad; pero — €s mayor que —; lue-

go, a ;

le falta mas para ser igua.l a la unidad que a 2, 0 sea, — < —

TEOREMA

Si a los dos términos de un quebrado impropio se suma un mismo
numero, el quebrado que resulta es menor que el primero.

Sea el quebrado = Sumemos un mismo nuamero, 2 por ejemplo,
. - T+l . ]
sus dos términos y tendremos: — =—. Decimos que — <
G+2 7 7 5
. 5 o 2
En efecto: - excede a la unidad en — y + excede a la unidad en ;
2. )
pero - es menor que —; luego, < -

' r
@ TEOREMA

Si a los dos términos de un quebrado impropio se resta un mismo
nimero, el quebrado que resulta es mayor que el primero.

7 : i :
Sea el quebrado —. Restemos un mismo nimero, 2 por ejemplo, a
; s iz -2 5 . b 7
sus dos términos y tendremos: —— = . Decimos que > —

En efecto: — excede a la unidad en —:—. Y —} excéde a la unidad en %
2 1 ] T
pero — es mayor que —; luego, - >+

EJERCICIO 98

qué g

D.I.g‘d cuil de los qucbrados siguientes es el mayor, cudl el menor y por
1w’ 16 Ti Y



238 @ ariTMETICA

2. Diga cuil de los quebrados siguicntes ¢s el mayor, cual ¢l menor y por

& 11 13 19

S LA LR

Cuanto lalta a —: pira ser la umidad? ¢Y a —:? ¢Cuil serd mayor ~:— o —:—?

¢En cuinto exceden .:T Y E a la umidad? ¢Cudl sera mayor de los dos?
Escribir de menor a mayor los quebrados -:-, -:-;— y :—.
7

2 1
Escribir de mayor a menor los quebrados T-I:' e
¢Aumenta o disminuye % si se suma 5 a sus dos términos; si se resta 37
17

11
'—HEP

) 1
Cual nayor — o —;
¢ esI ﬂ)’D 5 o T

® & N e P e W

¢Disminuye o aumenta %E si se suma 6 a sus dos términos; si se resta 5?

14

10. ,Cuil es mayor -;% o

@ TEOREMA

Si ¢l numerador deeun quebrado se multiplica por un nimero, sin
variar ¢l denominador, el quebrado queda multiplicado por dicho nime-
ro, y si se divide, el quebrado queda dividido por dicho nimero.

En efecto: Ya sabemos que el quebrado representa el cociente de una
division en la cual el numerador es el dividendo y €l denominador el divi-
sor. Ahora bien, si el dividendo de una division se multiplica o divide por
un numero, ¢l cociente queda multiplicade o dividido por dicho ntame-
ro (187); luego, al multiphicar o dividir el namerador, que es el dividendo,
por un numero, el quebrado, que es ¢l cociente, quedari multiplicado o
dividido por el nnsino nimero.

[ D
L
o &

6 Tionema

Si el denominador de un quebrado se multiplica o divide por un
numero, el quebrado queda dividido en el primer caso y multiplicado
en ¢l segundo por el mismo nimero.

En efecto: Hay un teorema que dice que si el divisor se multiplica
o divide por un namecro el cociente queda dividido en el primer caso y
multiplicado en ¢l segundo por dicho nimero (187); luego, al multuplicar
o dividir el denominador, que es el divisor, por un numero, ¢l quebrado,
que es ¢l cociente, quedard dividido en el primer caso y multiplicado en
¢l segundo por el mismo mimero.

TEOREMA

Si los dos términos de un quebrado se multiplican o dividen por un
mismo nimero, ¢l quebrado no varia.
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* En electo: Al multiplicar el numerador por un nimero, el quebrado

queda multiplicado por ese mismo ntimero (352), pero al multplicar el
denominador por dicho nimero, el quebrado queda dividido por el mismo
numero (353}, lucgo no varia.

Del mismo maodo, al dividir ¢l numerador por un nimero, ¢l quebra

do queda dividido por dichq nimero (352), pero al dividir el denominador
por el mismo nmimero el quebrado queda multiplicado por el mismo nu-
mero (353), luego no varia.

>

EJERCICIO 99

1. ¢Que alieracion sufre el quebrado -151 si multiplicamos el numerador por 2;

® o N @ppe

10.

=

14.

15.

16.

17.

si lo dividimos por 47
Qué alteracion sufre el qut:bra.do = susmuyendu el 16 por 32, por 2?

¢Ls 3—1 mayor o menor gue E y cudntas,veces?

¢Qué alweracion experimenta -:- si multiplicamos el denominador por 3;
si lo dividimos por 2?

¢Que alteraaon sufre ¢l quebrado -:— si sustituimnos el 8 por 2, por 247

7 7 .
:Es — nen — y cuintas veces?
¢Es 5; hayor o incnor gue oY

¢Qué sucede al quebrado % si sustituimos ¢l denominador por 5, por 352

¢Qué altcracién sulre el quebrado ;T: si muluplicamos sus dos términos
por 3, si lo dividimos por 2?
¢Qué alteracion sufre el qucbrado 1; sustituyendo el § por 3 y el 15 por 57

¢Cudl de los quebradus » = ¥ ;; es ¢l mayor?

(]
12

3
FTY

c-l- |

¢Cuil de los quebrados y 3—0 es el menor?

Dado el quebrado % hallar wes quebrados equivalentes de términos
mayores.

Dado el quebrado %, hallar dos quebrados equivalentes de términos
mayores y dos de ténninos menores.

Hacer los quebrados %. % y % tres veces mayores sin gque varie el

denominador.
T 11 = &
Hacer los quebrados % + Y 3 dos veces mayores sin que varie el nu-
merador.
Hacer los quebrados 1, s ¥ 52 ocho veces menores sin que varie el
i - | 46
denominador.
" 2 1 1
Hacer los quebrados =N
numerador.

cinco veces menores sin gue varie el



Los ndmeros fraccionarios tuvieron su origen en las medidas. Los babilonios utilizaban come dnico denomi-

nador el sesenta. Los egipcios empleaban Iz unidad como rador; para representar 7/8, escribian 1/2
«£on un acento y el denominador con dos; o colocaban el de-

1/4, 1/8. Los gricgos marcaban ¢l numerador
nominador como un exponente. Hlpiigp,_s_ﬁt_:yuuln las fracciones babilénicas en la Astronomia griega.

repuccion v simpLiricacion  aarmuto X X|V
DE QUEBRADOS

355) CONVERTIR UN MIXTO EN QUEBRADO

REGLA
Se multiplica el entero por el denominador, al producto se anade el

numerador y esta suma se parte por el denominador.

Ejemplo
Convertir 5-: en quebrodo impropio: 5%=%ﬁ=1§. R.

Una unidod equivale a 3 tercios, luego en 5 unidades hay 15 tercios, mas los dos
tercios que yo tenemos suman 17 tercios.

¥ EJERCICIO 100

Convertir en quebrados, por simple inspeccion:

h'ln

1 1 1
1. li—. 2. ].T. 3. 1—. 4. 2—. B 3.
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6. 4. 0. 8. 12. 9. 15. 10 18 15>
7 B—: 10. B—:~ 13. 10—1-. 16. ll-i-. 19. 16%.
8 7+ 1. 9% 14. 10 17. 12 20. 185-
2= EJERCICIO 101
Convertir en quehradns:
s 3 7 3 1
1. 15—-- 5. 2035. 0. 422 18. 5 17. 903_1'
3 5 ] 1 13
2. 12-. 6. 17;. 10. 53 14. Bsz. 18. 1011—'.
T 4 3 T
3 16-. 7. 23 11. 60 16. 25 1. 1023
-] ] e & 18 B
4. 19-1;- 8. 31;- 12. 65, 16. 905 20. 500;;-
HALLAR LOS ENTEROS CONTENIDOS EN UN QUEBRADO
IMPROPIO
REGLA

Se divide el numerador por el denominador. Si el cociente es exacto,
éste representa los enteros; si no es exacto, se aiiade al entero un quebrado
que tenga por numerador el residuo y por denominador el divisor.

Ejemplos l

{ 1) Hallar los enteros contenidos en ?.

0 8 4 il

Una unidod contiene -- lvega en — l-.nbfé tantas unidodes como veces

esté contenido 4 en 32 o seo B.

= 35 |28 07
(2) Convertir en quebrado . 107 (Ao E—l— R.
228

# EJERCICIO 102

Hallar por simple inspeccién, los enteros contenidos en:

12 108 8 63 L]
1. 3 b. e 8. i 13. = 17. =
2 123 18 RO 100
2+ _'i-- 6- '?- 10- -1".- 1‘- H. 13- To
82 T F 5] 102
3. T A > 11. = 156. == 19. e
Bl & n L] 112
4 . 8. e 12. . 16. - 2. 4+
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» EJERCICIO 103

Hallar los enteros contenidos en:

1 - 6. o 1. o 16. - 21 2o,
g o 7. 12. == 17. == 22. 250,
3 o 8 o 13. 22 18. = 23. 2%
& = 9. - 14 22 1. 220 24 0
5. o 0. = =, 20. 9%, 25. 2ms

@REDUCIR UN ENTERO A QUEBRADO

El modo mas sencillo de reducir un entero a quebrado es ponerle por
denominador la unidad.

= I St e W
Ejemplos _,5“1' l.'i'_I

REDUCIR UN ENTERO A QUEBRADO
DE DENOMINADOR DADO

REGLA

Se multiplica el entero por el denominador y el producto se parte por
el denominador.

Ejemplos |

(1) Reducir 6 a quebrado equivalente de denominader 7. &= 6—};—? = 4—:
Si una unidad equivale o 7 séptimos, & unidades serdn 6 X 7 = 42 séptimos.
17x% 153
{Z) Reducir 17 o novenos. 7= 9 =";'.
Si una unided contiene 9 novencs, 17 unidodes contendran 17 X 9 = 153 ne-
YEenos.
P EJERCICIO 104
Redueir:
2- 3=?- 6. b-—-;‘ 10- 7—_-‘1—’ 14. 12=1—6i 18. 25=T.
3. 4=?. 7. 7 11 52;!*. 15. 13:1—1-' 18. 3[':‘—.
4 5 i 8. e i2. 6 = 16. 18= T 20. 36= =
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# EJERCICIO 105

Reduar:

1. 2 a tercios. R. %. 11. 84 a 92 avos. R. %
2. 3 a cuartos. R. l—:. 12. 95 a 9bavos. R. %—:5.
3. 4 a cuartos. R. ’—:. 13. 101 a 12avos. R. %’.
4 5 a tercios.  R. . 14. 158 a ldavos. R. 23
b. Y a novenos. R. %. 15. 201 a 32avos. R. %':?
6. 15 a onceavos R. % 16. 306 a 53avos. R. —1—'::—..
7. 26 a treceavos. R. . 17. 1184 a 15aves. R. ==
8 31a 22avos. R. . 18. 2134 a 17avos. R. “::" ’
9. 43 a Slaves. R. 2. 19. 3216 a d0avos. R. .
10. 61 a 8gavos. R. °2% 20. 5217 a 32aves. R. ~ot

P EJERCICIO 106

Reducir:

1. 96 a quebrado equivaiente de denominador R. 1;":—0--
E ¥ 3 & 5 » R, =5
3 104, . o 4 . R. =2,
& By = . .. . R. 2.
5. 201, . . " . R 28
. 255, . " " £ R 5
7. 801, . ” 5 " r 2L
8. 405, . . " . R. 2.
T T " “ " R. 220
10. 1000 . . » ., R, 200
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11. 9356 a qucbrado equivalente de denominador R. -—‘1:‘1,
12. 84418

3789 . T . v = R. o

13- 4444 - . “ - B. 222
15

1‘ BBBB " " " " " R- it

@REDUCIR UNA FRACCION A TERMINOS
MAYORES O MENORES

Se purdcn considerar dos casos:
1) Reducir una [raccion a otra [raccion equivalente de denominador

dado, cuando el nuevo denominador es mﬁhipln del prim-em, o reducir
una fraccion a términos mayores.

REGLA

El denominador de la nueva fraccion sera el dado. Para hallar el nu-
merador se multiplica ¢l numerador del quebrado dado por el cociente
que resulta de dividir los dos denominadores.

Ejemplos

- . ) 3 3xé6 1B
(1) Convertir — en quebrado equivalente 'de deneminador 24. —=——=—,
4 4 24 24
Pora que 4 se convierta en 24 hay que multiplicarle por 6, luego para que el
quebrado no varie hay que multiplicor el numerador por 6, 3 X 6 =18. (354).
3 2 2x5 10
(2) Convertir — en freinto y cincoavos. —_—m—_—=—
Sy 4 2 77 35 35
Para que 7 se convierla en 35 hay que multiplicarlo por 5; luego, para que el
quebrado no varie hay que multiplicar el numerador por 5, 2 X 5=10.

> EJERCICIO 107

Reducir, por simple inspeccion:

1. i—:—‘ 5. -E—=-—-_ B- i:—-_ 13- 1:— 17- i—-—»
2 4 E ] 12 T 4 11 33 16 45
g 1o § e ¥ Le_ 1 2. . T
a a 4 20 ] a4 12 24 1e Bo
1 3 2 1 11
T b o e : 2. T (- i 2____
3 “ 12° T s 328 1 9 86 5 13 ue w0~ 1
b S Y - . - s L= 20. 3____
. ] on [1] 18 10 40 14 21 B0 180
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¥ EJERCICIO 108

Reducir:

1. % a 35avos R. :i. 11. g a 200avos. %g-
2 - ad4favos. R. .. 12. £ a 104avos. R. —.
3. —:— a 63avos. R. :—; 13. % a 174avos. :—::—
4 : a 96avos. R. :‘_n‘ 14. g a 415avos. R. Tn:.
B X a12laves R. —-. 16. 2 a 798avos. R. oo
6. * a130aves. R. 2. 16. X a 133laves. R. -
T N al02aves R. . 17. 2 a 1690avos. R. oo
8 = a133aves. R. - 18. 2 a 5290avos. R. o
0. _i- a 105avus. R. -—:5;7. 19. % a Bd4lavos. R. -;’:%.
10 = a 176avos. R, ——. 20. 2 a 9610aves. R. oo

> EJERCICIO 109

Reducir:

1. -:% a quebrado equivalente de denominador 684. R. -%
B w W ” - " 520. R. o
- O " » ’ 576. R. .
* e s = o i 28. R o
B2 ,. . " 637. R. L.
& = . . . . 8 762 R, o=
* =25 . i i gs2. R 2L
L " - . 816. R. ——
. =, . ., 3 - 1107. R, 10
0 L. . ” “ 5 1206. R. =
n =, . . . " 3600. R. 222
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12. E a quebrado equivalente de denominador 1058. R. %.
13' ﬁ " L1 L] " L] 36%- R- %.
14‘ :l‘ " i e (1] i 7290 R- %-

2) Reducir una fracciéon dada a otra fraccion equivaleme de denomi-
nador dado, cuando el nuevo denominador es divisor del primero o redu-
cir una fracciéon a términos menores.

REGLA

El denominador de la nueva fraccién sera el dado. Para hallar el
numerador se divide ¢l numerador del quebrado dado por el cociente que
resulta de dividir los dos denominadores.

Ejemplos I

18, 15=3 5
(V) Convertir ;—: en quebrado equivalente de denominader B. % = r =-8-.

Para que 24 se convierta en 8 hay que dividirlo entre 3; luego, para que el
quebrado no varie hay que dividir el numerador entre 3,15 -3 =5. (354),

"9;_ 49 =7 - 7

MR T 13

Para que 91 se convierta en 13 hay que dividirlo entre 7; luego, pora que el
quebrodo no varie hay que dividir el numerador entre 7, 49 = 7 =7.

. 4D
|2] Convertir o N treceavos.

> EJERCICIO 110
Reducir, por simple inspeccién:

R

s 2 i SR B 2 g 8 _ 13. ¢ _ 17. 38 _

i o a4 " a2 " 11 o7 s a2 i
2 & 8 0 10. 32 _ s 18. 12

" ' TN 24 8 =2 0 3 u
3 L_. SRR —— 11. & _ 16. 20 _ 19. 20

K o a0 4 25 5 28 ~ 7° M ar
& Y = B W _ 12. 13 _ 18. 20 __ 20. 30 _

W0 5 @ & 26 2° 0 3" w oz
¥ EJERCICIO 111

Reducir:

1. f: a medios. R. —:—. 3. ;4’; a quintos. R. %.

g i a 4. 2 s

15 @ quintos. R. % 24 A Sextos. R. T



o

¢ §lg 212 818 B8 Nj2 BB

10.

11.

12.

2 EJERCICIO 112

Reducir:
1. =
2 o
. o
. =
8. ;;:T
0. %
1L %
12. %-
13. %
16 2

2720

a sépumos.

a NOoVEnos.

R F R REE P E

2lx 8|2 2IE EIE E[Z ole o5 a|s

a quebrado equivalente de

"

L2

L

L

e

"”

"

13.
14.
16.
18.
17.
18.

19.

728
— a B7avos.
2 2 67

126
?; a Blavos.

513
e . 9Tavos.

a40
W a 102avos.

T a l13l1avos.

343 .
Ty a 253avos.

il a Hb6lavos.

REDUCCIONES DE QUEBRADOS

2% a2 1001avos.

1007

denominador B5.
» 96.
" 103.
” 132.
" 148.
- 204.
" 286.
" 301.
" 465.
» 501.
" 638.
" 31
" 13.
» 17.
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.FMCCIOH IRREDUCIBLE es toda fraccion cuyos dos términos son

primos entre si.

Asi, :'T es una traccion wrreducible porque sus dos términos, 13 y 14,
SON primos entre si; % es otra fraccion irreducible.

Cuando una fracaon es irreducible se dice que estd reducida a su mas
simple expresion 0 a su minima expresion.

@ TEOREMA

Si los dos términos de una fraccion irreducible se elevan a una po-
tencia, la fraccion que resulta es también irreducible.

Sea el quebrado irreducible 2. Vamos a demostrar que si elevamos
los dos términos de este quebrado a una misma potencia, por ejemplo a n,

la fraccion que resulta, -g—:, es también irreducible.
En efecto: Que la Fraccion ——

minos a y b son primos entre si. Ahora bien: Hay un teorema (283) que

dice que si dos nimeros son primos entre si, sus potencias de cualquier
0

€5 un
o

es irreducible significa que sus dos tér-

grado también lo son; luego, a® y b° son primos entre si; luego ;
k u )
quebrado irreducible, que era lo que queriamos demostrar.

SIMPLIFICACION DE FRACCIONES

@ SIMPLIFICAR UNA FRACCION es convertirla en otra fraccion equi-
valente cuyos términos sean menores.

REGLA

Para simplificar una fraccion se dividen sus dos términos sucesivamen-
te por los factores comunes que tengan.

Ejemplos l
1850 13501  135° _45° _ 9

{1) Reducir a su mas simple expresion — —_— =—=— R
St 2550 255 85 17

2550

Primero dividimos 1350 y 2550 por su factor comin 10 y obtenemos 135 y 255;
dividimos 135 y 255 por su factor comin 3 y obtenemos 45 y B5; dividimos 45
y 85 por su factor comin 5 y obtenemos 9 y 17. Como 9 y 17 son primos
entre si, lo froccién % es irreducible y es equivalente o :l——?; porque no hemos

hecho més que dividir los dos términos de cada froccién por el mismo ni-
mero con lo cual el valor de la fraccién no se altero (354),
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SIMPLIFICACION DE QuesrAapos @ 249

12903F _ 43010* _ 391

2903
16268 ~

16269 5423 493

Como 391 y 493 no son nimeros pequefios no podemos asegurar, o simple
visto, que son primos entre si. Pora convencernos hollomos el m. c. d. de 391
y 493. Si son primos entre si su m, c. d. sera 1; si no lo son, el factor o
los factores comunes que aln tengon aparecerdn en el m. c. d.:

7| mecd=17

1] 319y 5
493 | 391 102 | BS
102 85| 17| 0 J

391 y 493 no son primos entre si porque tienen el foctor comin 17.

Ahora dividimos 391 y 493 por su m. c. d. 17 y tendremes: T

Esto fraccién :::E. sin duda alguno es irreducible (318), luego:

2 EJERCICIO 113

Reducir a su mds simple expresién.

 F

2

-
o

= R 11.
%. R = 12.
= R & 13.
':lf:" R = 14.
- RM, 165.
- R 16.
= R 17.
- R 18.
- R o 19.
= R = 20

-
-
w
-
-

s v

451

MM+17_ 23
=
12903 23
16269 29

L B " L2 21, X0 n
14562 M2 200

e p o1 n o &
204 11 ipzz

12 2 4450

o e - - *
o8 14 1788

o i M e ®
664 11 1680

- & ® o ®
B30 11 2018

- B 28

260 10 1608

a Bg = e e
2004 a2 4245

3008 ° R. T 28. 25410 R.
1068 i 1578

2010 ° R. 'l 20. 11011 °
= R 0. /. R
1850 13 20280
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ARITMETICA

REDUCIR UNA FRACCION A SU MAS SIMPLE EXPRESION
POR MEDIO DE UNA SOLA OPERACION

REGLA
Hallese el m. c.d. de los dos términos de la fraccién y dividanse nu-

merador y denominador por su m.c. d.

Ejemplo

Reducir @ su minimao exoresion

Ahora dividimes 7293 y 17017 por su

> EJERCICIO 114

Reducir a
L]
"T""i'- Rd-
g . &
Bar
2 N
4156
288
4. i R.
252
ﬁ- Tﬁ'. R.
6. ie R.
370
7— W- Rn
.
joL )
3008
9 _ﬂl'u_;-ﬂ-- R+
10 =2
" oame”

su minima expresion por medio de una sola operacion.

"

w

wlo w|E we ale 2la we Ble o|e s wle
3 3 A A i 3 .

11.

12.

13.

14.

16.

16.

17.

18.

10.

20.

7
17m7

AB0S

17017 | 7293 | :
2431 | 0000 |

m. c. d. 2431:

R.

P P P F P REPRP

ole 2le =m|o gk T|E 2|4 aje o|w

5|« =1

]

.

243

21.
22.
23.
24.
26.
26.
27.
28.
29.

30.

SIMPLIFICACION DE EXPRESIONES COMPUESTAS
Para simplificar expresiones fraccionarias cuyo numerador sea un pro-
ducto indicado y su denominador otro producto, se van dividiendo los fac-
tores del numerador y denominador por sus factores comunes hasta que
no haya factores comunes al numerador y denominador.

7293+ 2431
17017 = 2431

2401

18208

¥

308 Bl= wle =|m

21805

BSOS

133688 °
150

18005
L]
B2B2R

H
35002
40620

BRUG4
154508
170772 "
126014
162018

160025
210035

891320
RR1453

IIIm. c. d. = 2431

R.

P R R R R R REP

5 2

2|2 «fe wf~ B[5 3]
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i Ejemplo I

Smoificay 12 10% 35
impi S —y
P 16 % 14 % 21

Tendremos: 1
3 5 5

12x10x35 _1x5%5 _25
16x14x21 4x7X%X1 2B
4 7 3

1

Dividimos 12 y 16 entre 4 y obtenemos de cocientes 3 y 4; 10 y 14 entre 2 y obte-
nemos de cocientes 5y 7; 35 y 21 entre 7 y obtenemos de cocientes 5y 3, 3y 3
entre 3 y obtenemos los cocientes 1 y 1. En el numerador queda 1 X 5X 5 y en el

denominador 4 X 7 X 1 o sea ?—’:

2 EJERCICIO 115

Simplificar:

2X6 1 49 x 56 x 32 224
R. —. , — R, —.
X8 4 . 14 x 143 x B4 .
8 0 x 33
g DEE R. 2. g Y X4 ! R. 3
Tx5 21 x28x 11 X6
9% 8 2 17 % 28 204 % 3200 B3
v = R. — 1 . R. o
- 18 X 6 3 , 50 x 100.x 49 x 34 37'"
2x 6 M 2x3IXIXEXT 1
. —. X . R —.
* Taxs R 10 X12x10% 18 18 "
5. 3xX2x5 R i1 1Z2x 9% 25 %35 x 34 R B
6x4x10 Ty T 16X 10x27%49x 17 T
Ox20X 18 350 x 1200 x 4000 x 620 x 340
—————  R. 10. 12. 30 R, 60t
3x6x10 1000 x 50 x 200 x 800 x 170 s

REDUCCION DE QUEBRADOS AL MINIMO
COMUN DENOMINADOR

REGLA

Se simplifican los quebrados dados. Hecho esto, se halla el minimo
comin multiplo de los denominadores y éste sera el denominador comiin.
Para hallar los numeradores se divide el m. c. m. entwre cada denominador
y €l cociente se multiplica por el numerador respectivo.
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Ejemplos
{ 1) Reducir al minimo comén denominador %,E ¥y %.
. x 7 1
Simplificamos los quebrodos y queda: R EE

Hallaremes el m. ¢. m, de los denominadores 3, 12 y 36 que serd 36 porgue
3 y 12 son divisores de 36. 36 serd el denominador comin,

Para hallar el numeredor del primer quebrado dividimos el m. c¢. m. 36 entre
el primer denominador: 36 +3 =12, y multiplicamos este cociente 12 por
el primer numerador 2, 12 X 2 = 24.

Para hallor el segundo denominador dividimos el m. c. m. 36 entre el deno-
minador del segundo quebrado 12, 36 <+ 12 =3 y multiplicamos este cociente 3
por el segundo numerador 7, 3 X7 =21.

Para hallar el tercer numerador dividimos el m. ¢. m. 36 entre el tercer de-
nominodor 36, 36 +-36 =1, y este cociente 1 lo multiplicomos por el tercer
numerador 1, 1 X 1=1.

5 _'I_l.
B Y (8

4|2
717 mem=2x7=5
]

e i - -]
SIS RN ]




2 EJERCICIO 116

Reducir al minimo comun denominador, por

1

2
3.

o

10.

I o e o I R
.
"

-
.

‘|- em »|-

-
(-]

7

A=

] 3
Ty

1
' atar

1 oA
PLALEET
1 11
AT TS
2 & T,
T

R.

E R P

=

PP
|~ E[n 3‘|h ciu g

~

P

2 EJERCICIO 117

Reducir al minimo comin denominador:

N e e B wopP

[

3 7
8" a0
T 1n
12" 187
1 2
G “;-
1 3
mn" 1s’
1 8
10’ 2’
& T
e e
7 2
15" a5’
2' 9’

|ﬂ B]H -

= &

-

12
18

4
1
"._-
1
E—
4
8_1.
2
;"1
= 3
2w
2 1
ITLET
2 1
18" 18
2 1
2¢" 24
w T
187 18

43 3R

Tt 1w

a5 44

w’ o'

iz a8 27

72* 12 72

5 10 18

50" no' su°

g 10 2

vo* v’ 90"

ZHO 105 132
30 00" w00
Hi K 33
150" 180" agw
38 10 42 m3
12° 72" @2 13

MINIMO COMUN DENOMINADOR

D
10.
11.
12.
13.
14.
16.

16.

3 £ 2. 5
2° 4" B” 18
My 2 =
3" " '
10 el L
13' ';'l l_l ey o]
o ' w
1
1" ‘_l ll aF i-
B u 15 B0
1 ¥ YENF
o ¥ O e
o' 8" 12" 38
1
16. 1 1
2" s
3. A
PR
| A
1’ 1§
1
0 X2
s’ 0
B 1
0N = =
8" 12
£t T 1 3
c TR Ly M R.
8’ 14’ ' a0
2 1 5 1
— —y — — K.
512" &' aw
7 8 B 1
TR T |
B" «' " 6
a2 1 2 7
W a i a R
Y T B 5
—, —, — —. R.
n' ' e’ u
2 18 8 7T
;. 4_". ;&. -l_-l.. R+
3 1 5 3
et
2 a2 5 3
13 21° 25" 18w -R.

simple inspeccion:

® 253

B 12 2
T T T
o7 18 1B
R- T N e
81" 81 ®m
£ 12 N
R. -, — —
10" 4’ 10"
] 14
R. 0" a" a0’
6 28 15
Rr = Ty Y
W 3 38
4 38
R. —, —.
12’ 12
16 2
R. —, —.
20 20
21 B
R —, —
0" s
3 2
R. —, —.
18" 18
15 22
R. —.
24" 24
100 an 3 2
w' eo' o' w0°
72 10 15
120 " 120 ' 120’
56 48 0 1
41" sed" e’ B4’
315 B0 2
160" 18807 1880
1980 252  BaTD
433" 4338" 4358
22 88 a0
264 * 264 " 264 7
54 28 a5
252 " 252 " 252 *
45 B4 1183
5915° 3915 5915

245
THERY
465
4358
42

264

a5z
ws
5818
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OPERACIONES CON NUMEROS  capmmute XXV
FRACCIONARIOS

1. SUMA

SUMA DE QUEBRADOS DE IGUAL DENOMINADOR

REGLA
Se suman los numeradores y esta suma se parte por el denominador
comun. Se simplifica el resultado y se hallan los enteros si los hay.

Ejem Plﬂs Efectuar F3 -+ % + ;
%‘f'%“f'; ?—il:—ﬁ-—*%l--— ‘iimpllf]—;-—2§ R.
2 EJERCICIO 118
Simplilicar:
6 242 R. 1. 3142, v it
2 T4l R. 15 4 2424 R. 13-

254



SUMA DE QuEBrapos @ 255

10 =8 4

S ET_ .:Tr’, 1o

2 7 13 ]
6. '-I-l+-ﬁ+ﬁ. R 2. 10. ﬁ+_ﬁ+ﬁ+§' R
] 1 B T ] T 11 i3 T
e R ¢ L Stutatuty K
N s O 1 1B, 33, 40, 1 18
7. P T B 0 s R. 57 12. si=tet=ftm K
L] B 10 1B 3 41 ar 26 T an
& Tyt R. 57 B atatatate ®
PRI, 5 . ol E R A TP L
Sttty R. 25 W Statntatw -R"
SUMA DE QUEBRADOS DE DISTINTO DEMOMINADOR
REGLA
Se simplifican los quebrados dados si es posible. Después de ser irre-
ducibles se reducen al minimo comin denominador y se procede como en
el caso anterior.
2.n 23
. f e
Ejemplo I Efectuar P -+ o e 0
1 3 23
Simplificando los quebrados, queda: 2 +}—+ PR
Reduzcomos al minimo comin denominador. Hollamos el m. c. m. de los denomina-
dores para lo cual prescindimes de 4 por ser divisor de 60 y como &0 y 7 son
primos entre si, el m. c. m. serd su producto; 60 X 7 = 420,
420 sero el minimo comin denominador. Tendremos:
1 3 23 105+180+161 446 - ==~ 223 13
Tt eTT @ T = T
2 EJERCICIO 119
Simplificar:
2 ] 1 7 8 11 T
1' a + 8 . R. l;. 3- -;- -I-; ; R.- 2-0_0‘
P 17 9 .8 13 "
2 12 +2|u' R : 10 E-’-; R I_IDT'
5.1 51 . 67
3. R R. == 10. TE=tz R. "
7 11 kL) 3 7 11 11
4 —+_. R. - B St R. 4_.
B 16 8 1 1 1 20
B R & B arey R o
8 . 7T 1 3 1T 1 13 318
& e R. 25 W oFsts R <
1 1 1 T A 13 T 121
B Sk R 3 . etetm B
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PRt R oo B ot tate R o
EHetE g B opeatute o
2otadad R. 12 2. -+t R. 2——.
e e 2 R. 23 2. -+ ttata R 1
bitaZadnde W SduSebss mal
I

S+ ROID., 30 4o tptutay R I

@ SUMA DE NUMEROS MIXTOS
La suma de niimeros mixtos puede verificarse por dos procedimientos.

PRIMER PROCEDIMIENTO. REGLA

Se suman separadamente los enteros y los quebrados. A la suma de
los enteros se anade la suma de los quebrados, y el resultado de esta suma
sera la suma total.

2 4 1
Ejemplo I Sumar 55+5-§+3?

Suma de los enteros: 5+ 6+ 3=14.

Sumo de los quebrados:
2 4. 01 2 71 1 43341 8813 95

—t -t =t -t === —.
3 8 & 3 2 & é6 6 3 3
Lo suma de los enleros 14, se suma con lo suma de los quebrados I%:
1 1
144 1==15= R.
3 3

SEGUNDO PROCEDIMIENTO. REGLA
Se reducen los mixtos a quebrados y se suman estos quebrados.

' . - SO _ ; !
E;emplo Sumar 53 + 6-B: + 3; (los mismos del ej. onterior).

7 .13 . 19 U+IF9 92 & 1
FERETT e 1 g




SUMA DE QUEBERADOS

> EJERCICIO 120

Simplificar:

1 345, R. 9. 16 35 +5p +To R. 16 .
2 8 +6- R 15— 17. 45 +35+2;. R. 95

3. 9 44 R. 13- 18 1 +5+6. R. 12,
4 1o+ R. 10~ 19. 6. +4-+1. R. 113~
5. 120+413-.  R. 26, 20. 1+ 3;;+10;. R. 147,.
6 1-+1 - R. 2. 2. 65+ T+ 8+ R. 26.

7. Sp+6 R. 115, 22. 4 +5+ T+ 15 R. 172
8. B +5. . R. 13— 23. 3> +4—+1o+2. R. 10}
9. 3L+11% R. 1o 24 15 +3++25+ 4. R. 10:.
10. 7o+ 60 R. 15 26. 5 +3) 42+ + 7. R. 18-
1. 5;+6.+87. R.20;- 26. 1p+4—+5-+2.. R. 12
12. 8, + 107+ 16, R. 35. 27. 20+ Gt 4+ 7o R. 19;-
13. 1-+2-+1-. R.5 28 4+ 1=+ 1 +4 R. 10
14. 546 +8-. R. 20, 28. 1241+ 141 R
16. 2+ +4-+8>. R. 145 s 4olidiil—. R0,

SUMA DE ENTEROS, MIXTOS Y QUEBRADOS
REGLA

® 257

Se suman los enteros con los enteros de los niimeros mixtos, s¢ suman
los quebrados y a la suma de los enteros se anade la suma de los quebrados.

Ejem Pjo Efectuar 2ty

Sumando los enteros: 5+ 4 44 = 13.

Sumando los quebrodos:
R B N P
6912 B

3

12 24

7 7
134+ 1—=14—. R
..2‘

24

9 Aribemdlics

7 3
54+4—+—+4—

1 2148+2

I
127

==

11—
24
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< EJERCICIO 121

T 1
4+ 8-+

>

1.

Simplificar:
T+ R. 6. 1 (r+5+P+5 R. 1.
18+ - R. 19+ 12 (4 D) +H G+ R. 12,
.2+ 60, R 615 13. (3+427) + (45 +3) R. 10+
BEEEES R 14 (o) + (65 +T5) R. 145
B 6+ R. 14 15, (9+2) + (5, + 6). R. 15~
SHI043 8 Ro21L. 16 (T H4s + 10+ (6+50)- R. 18-
6+25 4547 R20. 1T (o)) R 1.
25485 +94+ . R M 18 (64 +40)+ (- +20) R. 125
et t2e. R6s 18 (tH i+l DG+ R

1
14 "

m
R 120 = 20. (55 +25 +8)H(T+5+3) R 18

12

EJERCICIO 122

Un hombre camina 4}2— Kms. el lunes, E*T Kms. el martes, 10 Kms. el
miércoles y % de Km. el jueves. ¢Cudnto ha recorrido en los cuatro

dias? R 235 Kms.
Pedro ha estudiado 3% horas, Enrique 5-:— horas y Juan § horas. ¢Cudnto

han estudiado los tres juntos? R. 157 h.

- Un campesino ha cosechado 2500 kilos de papas, 2503 de trigo y 1807

de arroz. ¢Cudntos kilos ha cosechado en conjunto? R. 29305 kilos.

. Tres varillas tienen: la 13, 8-:- pies de largo; la 22, 1{};‘-‘; pies y la 32 14%

pies. ¢Cuil es la longitud de las tres? R. 32—: p-

. El lunes ahorré $2-%: el martes S!';%: el miércoles 57: y el jueves !-1;1-

¢Cudnto tengo? R. S]Bf—_..

. Un hombre recorre en la 1? hora 10 Kms., en la 22 9—:~ Kms., en la 32

8:—‘ Kms. y en la 42 6—; Kms. ;Cuidnto ha recorrido en las cuatro horas?
R. :!3—_2'_; Kms.
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RESTA DE QUEBRaDOs @ 259

Cuatro hombres pesan 150— 160— 165 ; ¥ 180 libras respectivamente.
(Cuidnto pesan entre los cuatro?  R. 656 lbs

Pedro tiene 22— afnos, Juan [:-— anos mds que Pedro y Matias tanto como
Juan y Pedro |unmcs gCu.mto suman las tres edades? R. 101— a.

Un muchacho tenia $ y su padre le dio lr—~ ¢Qué parte de $1 tiene?
R. I.'

'’

Un cosechero vendid ;.,n— kilos de papas, 750— kilos de arroz, 125—
kilos de frijoles y tlhﬁ kilos de café. ¢Cudntos kilos de mercancias ha

vendido? R. 1342—’& kilos.

RESTA

RESTA DE QUEBRADOS DE IGUAL DENOMINADOR

REGLA
Se restan los numeradores y esta diferencia se parte por el denomina-

dor comun. Se simplifica el resultado y se hallan los enteros si los hay.

7. 5
Ejem plo Efectuar '-i—!'* S Té—
Z 5
— H="— =-—
TT] ol
3 EJERCICIO 123

Simplificar, por simple inspeccion:

4 1 ] 24 10 ] 6 20 ]

Vo Bip Ean =3 - sa w5 R

11 -3 3 19 12 1 B0 1w -]
bi—a By Wegeg g B S e w R.
bt ik gttt g L ay 212 EE B

20 20 2 ] L] 8 2 2 ]

H 3 1 1 7 4 E__l“_:__'l_
bg-n By Eaggahl W e e B
b RS 22 1 5 L o 2_= 2 N B

14 18 i an o 28 5 2 2 n 2

@ RESTA DE QUEBRADOS DE DISTINTO DENOMINADOR

REGLA
Se simplifican los quebrados si es posible. Una vez irreducibles, se

reducen al minimo comiin denominador y se restan como en el caso an-
terior.

| o :ID ull-
o o
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TR S 4
EjemPlD I Efectuar E —— E
1 1

Simplificando los bredos, queda: ———
mplifican quebrodos, queda )

Reduciendo al minimo comin denominagdor: ——=—=——=—_R.

2 EJERCICIO 124

Simplilicar:
1 1 1 11 14 1 67 17 157
B gty B b aw KBy ol W
3 1 1 11 T n 1 1 | T
b oo R sw g e Ry
T 1 1 L | 3 20 a 1 1 1
S o= By B o g W Scgae R
11 7 1 1 1 11 -] 2 o T
Sl Boeg Rgs W e Rlg
3 2 pi 11 2 i3 i ) 1 11 179
b B i e g Wi R
8 1 7 e 133 1 1 m 220
€ =g Rq B e by B oS -
1 7 T 101 o7 109
L W G
@ RESTA DE ENTERO Y QUEBRADO
REGLA
Se quita una unidad al entero, que se pone en forma de quebrado de
igual denominador que el quebrado dado, y se restan ambos quebrados.
Ejemplﬂs (1) Efectuar 15—%.
3 8 5
15——=14———=14—. R
5 5 1 5 8 14‘
(Z) Efectuor 75 )
uar e
126
1 126 11 115
T g T
< EJERCICIO 125
Simplificar. por simple inspeccién:
.1 -2 . a « 2 1n
1 8 g R‘Ta' 3. 13 a.R.IE\‘. b. 2::—“.&24‘—3-.

_._ I_ __'l_ 10 — 1 17
2 9-3%. R 8. 4 16— R. 15> 6. 30— . R. 292,



RESTA DE QuEBRADOs @ 26|

17 63 » 1 124
7. 32—; R. 31;. 11. 12 St R. 1245—;
1 BO = a 114
8 81 —"—n R. BU'.; 12 213_?’ R. 21%
9. 93—<. R 922 13. 316——. R. 3155+
1o 515 S d0s
10. 106——“-;. R. IUo“’ . 14. 819 = R. BIBW’ ¥

RESTA DE NUMEROS MIXTOS

Se puede efectuar por dos procedimientos:

PRIMER PROCEDIMIENTO. REGLA
Se restan separadamente los enteros y los quebrados y a la resta de los
enteros se anade la resta de los quebrados.

(1

(2)

Ejemplos I

5 7
Efectvar 15— —10—.
8 12
Resta de los enteros: 15— 10=5.
5 s 15— 14 1
Resta de los quebrados: ——-—= =

8 12 ‘a4 24
A lo diferencia de los enteros, 5, ofado & 1
. . ! 54 —=5—. R
lo diferencia de los quebrados 5 tengo: 2 o T

Efectuar 93 - 53-.
7 4

Resta de los enteros: 9 —5=4.

2 B—21
Resta de los quebrados: — —— = A
7 4 28

S s 2 3
No podemos efectuor esta resto, lo que nos indica que el quebrado < € menor que —+

Pora efectuar lo resto, quitamos una

unidad de la diferencia de los ente-
ros 4, quedondo 4 — | =3 enteros y (7+?)_§__3_E_ 3—21 15
7 i B d

eslo unided la ponemos en forma de

T o ]
=, 38 lo afacimos a =iy tendremos:

A los enteros gue nos quedaron después de quitar la unidad © 3 15 ¢ - 15 R.

sea 3, onodimos esto diferencio de los quebrados y tenemos:
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SEGUNDO PROCEDIMIENTO. REGLA
Se reducen los mixtos a quebrados y se restan como quebrados.

Ejempla Efectuar 51——3—1-.
' B
1 1 31 25 124—75 & 1
LT i S T+ S e

2 EJERCICIO 126

Simplificar:

1. 6;—3-. R. 3. 1. 9 —7+. R. 1.
2 1T -4 R. 3. 12. a;——z—: R. 5,-
3. B —5o. R. 33 13. 255 —142. R. 105
4 9-—27. R. 75 14 BO-—53+. R. 262
5. 107 —2-- R. 8% 15. 115-—101. R. 13
6. 12> —7+. R. 5. 16. 1822116, R. 65—
7. 60 -2, R 4. 17. 2150 —183%. R. 32—
8. 11} -5, R. 6 18. 3120 —219.. R. 920,
0. 197 —12—. R 7 19. 3015 —3005. R
10. 145 -5 R. 9. 20. 4015 —4005. R 3
IESTA DE ENTERO Y MIXTO
REGLA

Se quita una unidad al entero, que se pone en forma de quebrado
de igual denominador que el quebrado del sustraendo y luego se restan
separadamente los enteros y los quebrados.

Ejemplos I
1

(1) Efect b6—4—,
ectuar 3

Quitamos una unidod o 6 que la po- ]

3 1 2
nemos en forma de = tendremos: s “E = 5‘3‘ - 4"8" =1 3 R
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{(2) Efectuar 50— H—:
3 5 3 2
— =49——14—=35—.
50 '|4~§ 495 45 355 R.
2 EJERCICIO 127

Simplificar:

1 1 3 8 18 1
1 9—43. R 4. 6. 18—3>. R. 14> 11. 50—185. R. 31

1 2 1 10 - 41 4
2 12-15. R 10~ . 2{]—4;. R. 15 12. 60—363- R. 23‘—5.
P .0 2. —52 - — g X
3. 10-5, R 4. g8 21 5; R. 15,,. 13. 70 46??‘ R. 23113'

o 18 2 2 a8 281 50
4 14-13 . R == 9. 31—-6‘5- R. — 14 95—51E. R. 433-.

1 2 o1l a1 201 23
5. 16-2'1;'. R. 131_0 10. 40—.35;;.& 4—:2 15. 104‘-‘-79;“. 245

@ RESTA DE MIXTO Y ENTERO
REGLA
Se resta el entero de los enteros del nimero mixto.
= ————— 1
Ejemplo I Efectuar |4~E—'9.
Restando 9 del 14 queda 14 —9 =5, lvego nos queda 5-;- R
2 EJERCICIO 128
Simpliﬁcar:
8 2 17 2 2

1. 167—5. 3. 13—'“*8. 5. 27;—16. 1. 40;1-—1'1’. 8. 426_19'
2 15 -1 4 207 -14.  6.355-18 B 312-30.  10. 53 —49.

Ill. SUMA Y RESTA COMBINADAS

@ SUMA Y RESTA COMBINADAS DE QUEBRADOS
REGLA

Se simplifican los quebrados dados si es posible. Se reducen al mi-
nimo comin denominador y se efectian operaciones.

Ejem L YR L
E e - %

Simplificando, queda:
7 . 5 2—15—-30+5 _78—45 13

1
= = = R,
0 8 4 12 120 R Tl
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2 EJERCICIO 129

Sumplilicar:

e T e
e = T S

i RE n del-iel o kA
St R o Wt wtw Ea
sieBot RE b hiegem R
oi-d+y xR w IeZei-l 22
e S - =
13433 rE wmidd 2

@SUMA Y RESTA COMBINADAS DE ENTEROS,
QUEBRADOS Y MIXTOS

REGLA GENERAL

A los enteros se pone por denominador la unidad, los mixtos se redu-
cen a quebrados; se simplifican los quebrados si es posible y se efecuian
operaciones con estos quebrados,

Ejemplo I i iy L ®
] PI Efectuar 216 B+6'

14 35_I+5_6?2—IDS—6+40_71‘2—'III __601__] 25 "
r ® 5" & 48 T 48 48 W
2 -EJERCICIO 130
- Simplificar:
o a2 1 19 3 ] 1
L 8+ R. 3. 5 80-3;-4; R 725
1 2 14 1 A | a7
2. ﬁ+l';—'; R'G_IE 6. '6";—4‘;0+E- R-sz—
- 1 1 11 7 1 =1 17
o 3 B=bg i, R. 5 T shig—o3 R_-_“I-;,
- 1 3 8 2 7T 1 191
4. 35'_T_§;' . R. 347. 8. 9?+5; = R. 1-1?0‘



10.
11.
12.
13.
14.
15.
186.
17. 6
18. 3-
18.

2 EJERCICIO 131

MISCELANEA
Simplificar:

L S=te

2 4G

8 1 —(4-7)

¢ 3-ery)

s 9=

6. %*i'-'z_%)-

7. 50— (6—3).

8 21— (33 —27)
9 T+ (65—,
10. 14— (2 —13).
18— (545 +7)
12. 500~ (5 +5 -9

- T“

e e

Ts

SUMA Y RESTA DE QUEBraDos @ 265

20 S+ o+ -2t

20—tk

22. by —25+ - —

23. 94 65— 3+

57 -3 24k

25. 165 — 3+ —2+—=.

26. 50+ —6— 8- —2°.

. aboshe ol

B el ted-g1

29. 75 —54 +64 — 65 + 65

80. 25— 44— ———3
15 4e - -
14 75+ @3 -1 +1)
16, —+ (4= — =+ 2,
16. 6 — (2 — - +1).
17. (5 +3)— o
18 G+24h 1t
iG—5-5
20. (7 + D) —(F+3)
2 GG+
22. (8, +5—5)—3;-
23. (6—3)—(4—-).
24 (20—5)— (8 —5)-

R.
R.
R.
R.
R.

R.

R.
R.
R.

7 s

240
47

8—.

48
32,
125
2.
105
M.
2.
3.

72"
63

R. 25—

»
if

»

R R EEPRFEPRE

100

k=

- |

hlhl-!','
B

[¥~]
it =

e e e

-
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o

@ ®

2. (47 —37)+ (67 —57). R 2=

26. 18—(2;+3; +4,+57). R 25,
2. (6—3+p)—-@-5+D).  R.3.

R GEsrI-Gigty &g
T 1 1 -] T 1 m
B G RwtatGty—w R

| 1 1 1 .1 4
30. 18B0— 3'3- - {2‘; + s -s*) R. 174'7—.0.
EJERCICIO 132

Si tengo 5:—, ¢cudnto me falta para tener §1? R. i%

Debo §183 y pago 342-:—. ¢Cudnto me falta por pagar? R. $140-:-_

Una calle tiene 50—:- ms. de longitud y otra 45% ms. ¢Cuintos metros
uenen las dos juntas y cudnto falta a cada una de ellas para tener 80 ms.

de largo? R. Hb';:- m.; 29—;- m.; 34—:~ m.

4. Tengo SB—E—. ¢Cudnto necesito para tener SB—:—? R. Slg.

10.

11

Un hombre gana mensualmente $200. Gasta $50— en alimentacién de
su familia; $60 en alquiler y 518-} en otros gastos. ¢Cudnto puede ahorrar
mensualmente? R. i?l%.

Tenia $50. Pagué $16> que debia; gasté $5° y después recibi $42-
¢Cudnto tengo ahora? R. STD-E;.
Si empleo % del dia en trabajar; ¢;qué parte del dia descanso? R. %.

La cuarta parte del dia la emplea un nifo en estudiar; la sexta parte en
hacer ejercicios y la novena en divertirse. ¢Qué parte del dia le queda

libre? R. =,
30

Un hombre vende % de su finca, alquila % y lo restante lo cultiva. (Qué

porcion de la finca cultiva? R. 2.

24
Un hombre vende % de su finca, alquila % del resto y lo restante lo
cultiva? ¢Qué porcién de la finca cultiva? R. -
Tres obreros tienen que tejer 200 ms. de tela. Uno teje 53% ms. y otro

E ms. ¢Cudnto tiene que tejer el tercero? R. 146—% n.



12. Perdi

13. Perdi :

1
5
1

de mi dinero y presté % de lo que me quedaba. ;Qué parte
de mi dinero me queda? R. %.

MULTIPLICACION DE QueBrAaDos ® 267

de mi dinero y presté :—. ¢Qué parte de mi dinevo me queda? R.

14. Los —:— de una finca se venden, % del resto se sieinbran de cana y el resto
de tabaco. ¢Qué parte de la finca se siembra de tabaco?

15. ¢Qué nuamero se debe aiadir a 3-} para igualar la suma de E% y 2%?

IV. MULTIPLICACION
378) MULTIPLICACION DE QUEBRADOS

REGLA

R.

R.

Para multiplicar dos o mas quebrados se multiplican los numeradores
y este producto se parte por el producto de los denominadores. El resul-
tado se simplifica y se hallan los entcros si los hay.())

(2) Efectuor, concelando:

2 EJERCICIO 133

Simplificar:
1 % X —:- R. 1.
2. —X ?. R. o
3. % x ’—:'. R. %.
& x5 R4
5. =x.. R.3.
6. ZXuw R

Ejemplos

10.
11.

12.

{1) El procedimienio de eliminar uno a3 uno lns numeradores y denominadores. cuande

3 -3 W
(1) Efectuar 7 x:x?

3
4

—X=X—=

PR P

o o

mFu el e e alu

TX4X8

11 1

— T — T —

224

3 _Ax2x3 _ I1x1x1 1

=0

[

3 2 4

13.

12 518

14.

k=
-

15.

16.

17.

® =|o =|a o=

18.

W

X
85
X

X
-

X X X
5 8]+ 2le ele gl

|
=
x

FxB8x6 3x2x3 18

-

X

X

X

X 2z«
x B8 °

8 o= o= =|n

"

X

gle 2l 28 =[5
X

=4
=
.

R.

R.

existe un factor comin a ellps, se llama cancelacién. Debe emplearse siempre que sea posible.

pucsto que es mis ripido y seguro. Al cancelar iremos tachando los numcradores y denomina-

dores que lienen un facior comin, Cuando operamos cn esta forma, la [raccién producto

viene dada en su minima expresidn.

al

gl gm lm o= zje 2|

=
0"

C )
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MULTIFLICACION DE NUMEROS MI*TOS

REGLA
Se reducen a quebrados y se multiplican como tales.

Ejemplo I Efectuar 5% X 2% X 4—;,

53x21x4l—1x£x£——1?)(l4x3?—m 55_ R
3 5 ® g & F ansxe W @

@ EJERCICIO 134

Simplificar:

1 13 x15. R. 2. 11. 85 x5+ x 12 R. 49.

2 3+ x1; R. 3. 12. 10 xaﬁx 2 R. 81.

3. 5, x23. R 11 18 15 X 15 x 15 x 13 R. 2%

4 E—f-x 1%. R. 8. 14. 2’;)( ,i—xa'—- x-i!;- R. 90.

5. 35 x 25 R. 7. 15. 3, %15 X 15 x 1. R. 6+

6 85X 1% R. 82 16. 65— 2% 3% x 21 R. 935
7. 4+ x50 R. 86 17. 13 x 15 x 25 x 2L, R. 11+
8 1, x1;x1;. R 23 18. B X %5 X T- X 2. R. 414,
9. 24 X35 x 1= R. 113 19. 85 X 1= X35 x 155 x 1. R. 1107+
10. 95 X 1= X2 R. 20. 20. 25; X2 X1 x4 %25 R. 52

MULTIPLICACION DE ENTERO, MIXTO Y QUEBRADO
REGLA

A los entexos se pone por denominador la unidad; los mixtos se redu-
cen a gquebrados y se muldplican todos como quebrados.

. 4 1 3
E}""‘Ph’ I Efectuor 14 X3— X — X —.
| 14

3 14 1?2 1 3 4x19x1x3 19

Ty

4 1
4% 33— X — X WMo et
5 5 12 14 5x12% 14 20

12 14



= EJERCICIO 135

Sumphificar:

1. 3x%x%

2. 2%)(%)(2.

8 3 XX+

4. {—x-}xzai.

5. I%XI%K%-
6 - 2-:—)-:%.
T SX24X—
B. -;-x%x-l%x;—i.
9. 13x%x?ﬂx~:;.
10. 24 x 3+ x 45 X

2 EJERCICIO 136

MISCELANEA
Sumplificar:

1.

& ®

A

® @& N

10.

_E.x,l_ x’l
(n :) TS

1 1
16 x (14;‘1 X 5?)
1 1
(-_‘:‘"r-s—} X 6.
1

1 3
{—2 +"‘—)‘K?.

(1-x1y.
72x(%+%}.
(G3—3) %3
(4+23) % .
(8 —%) x%.

a T 1
(lﬁ‘_’— — 'I_l'a} X T

P P PR FPPPEE

PR R PR RPRPREPRPE
zle =|w

g-J - :'| &

Ip
,

Lr-T
" |-

...
L
-

[y
2|~

MULTIPLICACION DE QUEBRADOS

11. L x2-X 36X

12. 7— x— x — x 66.

3 2 T
1 14 1
14. 36)(;)(7)(?.
15. 5= X — X 6— X 48
B b E ]
1 e 1
16. %X??X.&U?Xm.
17. Zx - x 23 x oL X T15.
2 & i | 1
18. TFXIBXHXB?KE.
2 11 62 1
18. EEXWXszle—'.
o saxglxltx
20. :—ﬂxa_’xﬂmxlixu.
1 1 1 1
11. {‘;'1"57";))(9;.
3 1 1 2
el - by

13. (75 + 5+ —12.0) x 27.
14. 5 x (10 X 33) X 2.

15. (2+) X (6— )

16. (2— )X (64 30)-
Ll e

18. (72 +57) X (2B, +17)-
19. (115- —10) (13— 92).

20. (+3) X (36 X 7).

® 269

I
b

P ERREPER
e B - Y o=
L e R

;

[
-
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EaBoiindy Wl W Eed-dxidel-dy oo og o
@-5-DX(@E—3) R 8L 21 (243X @+4r+0) R. 40
@ 1 1 1 1 ] 1 1 BT
(T_T_T_T;)XB- R. 32?- 28. 150)((;5"‘5"‘1_.‘))(1*“. R. 57?“.
1 T 1 1 1 1 1 1 10 4 T
Oetu—27—9x1g R 50 2 (G—3)XG+x X5 R. o

G-DXE+e-D R 2. 30 @-+x(E-1)x(61+) R 108

@ FRACCION DE FRACCION es una o varias partes de un nimero en-
tero, quebrado o mixto.

usnucc:ou DE UNA FRACCION DE FRACCION
A FRACCION SIMPLE

[ Ejemplos |

(1) Hallar las % de 40.

1
de de 4—.
é

v|w
-
w|n

L
4

w|w

de 5;

1 3
Diremos: 3 de 40 es 40+5=8 y los 3 seron B x 3=24. R

En estogy casos lo palobra de equivale
al signa de mulhiplicar y asi, en este

3 3 Ix40 3IxX8B
coso, podiomos haber multiplicado r3 S-XJD=-———'5 =—l =24. R
por 40 y tendriomos: /"
2
(Z) Hallor los 3 de 5.
1 5 2 5 10 1
Diremos: — de 5 es 5+3=E y las 3 seran: 5—)(2=-3—=3—3—. R.
Multiplicanda ambas cantidodes obtenemos el mismo resultade.
2 10 1
‘3~ x5= *-3'-- = 3-5. R.

porque el de equivale al signo de multiplicor.

5 1
(3) Hallar los —de—.
ﬂﬂrm?dez



B.

6.

7
i4) Hollar los — de 4—.
8 6

EJERCICIO 137
Hallar:

; de 12 R. 8.
2 de 42. R. 35

e
1
-
2
»
11
12
0
17

de 108. R. 94

de 13. R. 2%.
de 96. R. 88.
de 51. R. 27.

1
s L R R
X 4= X =——=3—. R
8 ' S ] 48 48
B 8

7. +de8l. R.603. 13
8 1 1

8 +de . R+ 14

9. ~de > R 15
L] 2 4

10. Tdes R 16
11 asn 1

1. 2de S R.o25. 17

12. %’ de 164. R. 72. 18.

FRACCIONES MULTIPLES

Las fracciones multiples no son mas que productos indicados y se re-

suclven multiplicando todos los niimeros dados.

Ejemplos I

5
(1) Hallar los ; de los E de 10.

MULTIPLICACION DE QUEBRADOS

R.

2. 5 10 _ 2x5x10_5x10_50 _ .5
3 4. 1 Sl ioPx3 9., 5
7 3 8
) Hallar los — de los — de —.
{2) Hallor osg e oss e %
?xsx—q—-— 7x3x8 7 e B
P 5 M 9XNENM IxENI A5
(3) Hallar IosEde Im—a-de Ios-;—!—del dable de 100.
9 17 7
5.3 3 2 100 5x3x3x2x100
s w71 1 Ix17 X7
_5x2x100 1000 48
i aTE D T R T T
2 EJERCICIO 138
Hallar:
2 1 -] 1
I.Tde?dem. R. 4. 3.Tde7d3108.
3 1 - | 1
2.-;(18—5'(1840. R. 6. 4'Tdc'1'3d£1w'

R. 10.

R. 6.

@ 271
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. & de los = de 120. R. 27. 8. - de la mitad de 84. R. 35.
_+ de los + de 112. R. 12. 9. + de los = de 440. R. 336.
.1 de los = de 33. R. 11~ 10. = de los = de - de 96. R. 12.

11. = de los - del wiplo de 40. R. 60.

12. - de los = de < de 16. R. .

13. > de los - de los — del doble de 50. R. 75,

14. + de los - de la mitad del tiplo de 200. R. 111

; - 1 1 1
15. —:- de %ﬂ del triplo de los = de - de 5, R. —.

] 50
> EJERCICIO 139

1. A i% el Kg. de una mercancia, ¢cudnto valen 8 Kgs., 12 Kgs.? R. §7, $10%-

2. Un reloj adelanta % de minuto en cada hora. (Cudnto adelantard en
5 horas; en medio dia; en upa semana? R. 2’7 min.; 5% min.; 1 h. 12 min.

3. Tengo $86. Si compro 3 libros de ill cada uno y seis objetos de a S}
cada uno, ¢cuinto me queda? $.r.r-—

4. Para hacer un metro de una obra un obrero emplea 6 horas. ¢Cuinto
empleara para hacer 14--"— IeLros; 1&i metros? R. B8 hs., IOBE hs.

5. Compré tres sombreros a H? uno; § camisas a $J— una. Si doy para
cobrar un billete de $50, icuinto me devuelven? R. 519-—

6. Tenia ‘54— compre 8 plumas tuentes a h— una; 9 libros a 527 uno
v luego me pagan $15— ¢Cuiinto tengo ahora? R. 51.1—

7. 51 de una soga de 40 mewos de longitud se cortan tres partes iguales de

5% metros de longitud, ;cuinto falia a lo que queda para tener 31;‘- metros?

R.&%m.

8. Si compro 10 libros de a $— uno y entrego en pago 2 metros de tela de
31‘— el mewro, jeudnto de'bo? R. M’
9. Cumpre 16 caballos a SEU— uro y los vemh a 590— uno. ¢Cudnto gané?
R. $161.

10. A 5— el saco de naranjas, ¢cuinto pagaré por tres docenas de sacos?
R. 33%
11. Tenia M{J y gasté los f:-;. {Cudnto me queda? R. $25.



12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

V.

DIVISION DE QUEBRADOS @ 273

Si tengo §25 y hago compras por los % de esta cantidad, ¢cudnto debo?
R. $5. :

Un hombre es duefio de los -:— de una goleta y vende 11; de su parte.
¢Qué parte de la goleta ha vendido? R. :—‘.

51 me deben una cantidad igual a los :— de $96 y me pagan los v’r de lo
que me deben, jcuanto me deben aun? R. $21.

Un hombre es duefio de los % de una finca y vende -:- de su parte.
¢Que parte de la finca le queda? R. f:-.

Un mechero consume r:- Kgs. de aceite por dia. ¢Cudnto consumird en
= de dia? R. .- Kg.

5i un auto anda 0 Kms, por hora, ¢cudnto andari en -1, en -I—. en g

] B 11
y en < de hora? R. 36; 74; 10, 465 Kms.

Un obrero ajusta una obra en $200 y hace los f:; de ella. ¢Cuinto reci-
birdi? R. $70.
Un obrero ajusta una obra en $300 y ya ha cobrado una cantidad equi-

valente a los —:—: de la obra. ;Cuanto le falta por cobrar? R. $80.
¢Cuintos litros hay que sacar de un tonel de 560 litros para que queden
en ¢l los — del contenido? R. 80 L

La edad de Maria es % de los % de la de Juana. Si ésta tiene 24 aiios,
Jruantos tiene Maria?r R, B. a.

Me‘dn:ben los = de $88. Si me pagan los = de $88, ;cuinto me deben?
R. $50.

En un colegio hay 324 alumnos y el nimero de alumnas es los :—a del
total? ¢Cudntos varones hay? R. 198.

De una finca de 20 hectireas, se venden los % y se alquilan los -—:— del
resto. :Cudnto queda? R. 3 hectdreas.

DIVISION

DIVISION DE QUEBRADOS

REGLA
Para dividir dos quebrados se multiplica el dividendo por el divisor

invertido. Se simplifica el resultado y se hallan los enteros si los hay. (1)

(1) Después de inverur el divisor debe cancelarse si es posible.
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Ejemplo I Efectvar — + i
. 35
L L P g ol i, AN
R T N.-l. 4“4 M
== EJERCICIO 140
Simplificar:
L 8 11 7 28 50 26
- Ftw B batae B B Grm R&
& 2 1 1 . 8 L 72 & L]
2. T+T. R. 1_.‘- 9 TTT. R. ;. 16. -;;7‘-1';. R. 1?.
7 .14 [ 19 38 1 104 T8 418
3- T 'l‘?. R. E‘. 10- HTT. R. T. 1?— E —;. R‘ 815 -
8 L] 1 8 4 L 150 | 188 B
4. T -’-—T. R. 10 11. -‘—&-?. R. 1 18 T8 180 R. 1‘;‘—,.
8 4 2 21 @ an 218 1080 L
b. ?-.—-’—. R. '-;'. 12~ ;—}'—1-. R. E. 18. -?l-;*r-f.—‘? IS
L] -] a a 6 1 81 67 il;f_
6. ;;—-!-;2'. R. 2?' 13. E—T. R. ].T- ;TE- R. 11.“.
B 8 B 80 3
ot Ry e s + 2

DIVISION DE UN ENTERO POR UN QUEBRADO

m«-l.
B

O VICEVERSA
REGLA
Se pone al entero por denominador la unidad y se dividen como que-
brados.
. 1
Ejemplo I Efectuar 150 +E°.
16 _150 16 150 83 150x83 _75x83 _ 625
10+ —="—4—=-"X—=
83 16 8 8
2 EJERCICIO 141
Simplificar:
1 8+=. R 16 6. 26+ R.208. 1. D4
2. ... . i i
15+~. R.20. 7 21+ R 2. 12. —+39.
3. .'.,_’.. 1 ___i ] [.0]
9+ R. 13- 8 52+4. R 241 13 —+14
4 6+ R.T- 9. 2+5 R .. 14 2.:18
5 7+4. R13. 10 2sg R 16. 216



DWISION DE NUMEROS MIXTOS

- 1 1
E}emptﬂ Efectuar ]4i'+ 5;.
1 1 169 169 9 169 x 9 169 X3 507 139
4—+5—=—+—=—xXx—= = — =2 R
12 9 12 12 46 12 x 46 4 X 46 184 184
2 EJERCICIO 142
Sumplilicar:
1 =N 1 L .I_.:. ._3.. .E.. o - E L
1. ]‘; vZ';'. R. o B. 1! 35- R. = 15. 5; - Jﬂ- R. 2;-
bggl L 53 . al X 12 -9t X
& 27+ 33 Ky 9. Sy +8n R 16. 35+25 R. 13-
) O | 2 ] B 19 " 8 13 i,
b % ST —r‘l-;. R. e 10. TT -5?. R. 13 11 1 e 1 PR R. =
L o0 100 A 1 1 f 8 1
4. 5‘: ¥ ﬁ";‘ K. — 3 I8 1'21 + l‘-'f-- R. 17 18. 4; - 24;- R. 3
B 801 ] 1 21 1m .7 1
5. i e ﬁT. R. s 12. B N 13-; R. 3-;. 19. 15& = ‘ﬁ' R. u
0l .l 2 3 1 P 1
6. _).'_I' e Ji'a'- R. ‘;- 13. BT = 1:; R. 6 20. lm = R. =
LA S B E -
L IgEly R 4 Sp+3n Wl
2 EJERCICIO 143
MISCELANEA
Simplificar:
R TR 4 T 1, B4
L (3+D+3 R < 9. —+(25-17) R. =
2 1 2 , ,2 8 1
2. (B;+7)x1 R. 1. | s o ey R. 1.
2 1 1 ]
3 (o+ --; % R. 2. H Q-p+0-3)r R. o
- 2 1 ¥ 1 7
5 (4 "T) +0 R. 2 18, (T+35)+(14+ ei). R. T
6 (5y—49+13 R. 14. (so — 5+ (30— R. 2
5 L 2 1 s
7. {;Tsﬁ) R. — 15. —} ﬁ; R. -
85
B e +0) R. . 16. (w——)+1o;? R. 1

REGLA

DIVISION DE QUEBRADOS @

Se reducen a quebrados y se dividen como tales.

275
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17. (A x T x )+ 35 R > 21 (150++)+(4x25). R 1043
BE+E-PHE RD B Grgtdrn RSy
19. (21 +3+ -39+ R 29 2. (p+3—0)+ s R. 5.
20. (6— 1 +:0) + 55~ R. L 24 (@x D) +(2+3D) R. 1.

2. (5+)~(2+3) R. 4.

26 (195 + )+ (4 X 55 X3 R. 239.

2L (z—Px@—P+{1—7) R. o

28 @-P)x(—+ R. 324.

29. (3 X4+ (5 +6)+(F+7) R. 107

30. (25— 10)+(3F+25) + R 1

81. < de (3 +3). R. 3+

32. = del los (5 +3) de 72 R. 267~

33. —+ del los (++) de 150. R. 31

34. = del los (5 +4;) del doble de T, R, ==

35. = del doble de la mitad de los (3 +7;) de 143, R. 18

2 EJERCICIO 144

1. Diez obreros pueden hacer 141—’1 ms. de una obra en 1 hora. ¢Cudntos
metros hace cada obrero en ese tiempo? R. lg ms.

2. A 52%1_ el kilo de una mercancia, ¢cudntos kilos puedo comprar con
$80? R. 35 kilos

3. ¢Cudl es la velocidad por hora de un automévil que en 5-3; horas recorre
2025 Kms? R. 40 Kms.

4. Un hombre puede hacer una obra en 187 dias. (Qué parte de la obra
puede hacer en 5—: dias? R. %

5. La distancia entre dos ciudades es de 140 Kms. ¢Cudntas horas debe
andar un hombre que recorre los % de dicha distancia en una hora,

para ir de una ciudad a otra? R. tl% h.
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¢Cudntas varillas de % de metro de longitud se pueden sacar de una
varilla de .—',; metros de largo? R, l% v.

Si una lave vierte B% litros de agua por minuto, ¢cudnto tiempo em-
pleard en llenar un deposito de 9{}-'— liros de capaadad? R. 11 min.

51 una llave vierte .3— litros y otra 2—— litros de agua por minuto,

¢en cuanto tiempo l!t:narén un dcpésll.o de 59— litros de capacidad?
R. 10 min.

Si tengo $aU, ¢a cudntos muchachos podré dar 51-—_} por cabeza? R. A 30.

S .ﬁ% s¢ reparten entre § personas, Jcudnto toca a cada una? R. %.

5i un hombre hace un trabajo en § dias, ¢qué parte del trabajo puede

hacer en 1 dia, en l% dias, en 3-5- diast R. -E—. —:;. :';

Si un kilogramo de frijoles cuesta los —:- de uno de manteca, ¢con cudntos
kilogramos de [rijoles podré comprar 15 de manteca? R. Con 20.

5i en 20 minutos estudio los -% de una pégina de un libro, ¢én cuinto
tiempo podré estudiar 10 pdginas? R. 5 h.

¢Por qué nimero hay que dividir 65 para obtener 3 de cociente?
R. Por 21

Reparti 318— entre varias personas y a cada una tocd 13-- ¢Cudntas
eran las personas? R. 5.

FRACCIONES COMPLEJAS

FRACCION COMPLEJA es aquella cuyo numerador o denominador, o
ambos, son quebrados.

SU REDUCCION A SIMPLE

Para reducir una traccién compleja a simple, se efectia la divisién del

numerador entre el denominador.

(1) Simplificor ——.
34
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(2) Simplificor E

%/
g v .3 U3 W Y
o ¥ H 1 Ta 3 Twm
o
( 3) Simplificar = =
Ya_5 W _5 1 _ 5 _ 1
W 12 1 12710 12 10 24"
l/=
s
(4) Simplificar -—;—-—
3
lm
f,fi .1___2_ I_ _3h
% 3 3 3% o3 "
e e 1. 17T 9 W 2 @

@ INVERSO de un quebrado es otro quebrado que tiene por numerador
el denominador del primero y por denominador el numerador del
primero.

Asielmversode46—es elmvetsode-es-elde—es~'*

El inverso de un qucbxado proncnc de dividir la unidad entre du:ho
quebrado.

1 6 1 1 1
g B 1.8 1.4 8
8 A d 8§

Por lo tanto, siempre que tengamos una fraccién compleja cuyo nu-
nerador sea la unidad, para reducirla a simple, no hay mds que invertir
el quebrado del denominador.

E. P!‘ﬂ _‘ o : R ——'I = 6 —
& UYs 3 e 1 % %
=» EJERCICIO 145
Simplificar:
5 1 /s ] *s
1. —. R. 13— — R. — " 3 R. 6.
o . 10 e . /1
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3!' 41{. ’I‘]. 1]
4& — R. 1—. b R. 13. —_— —_—
.'uh ] b ﬁlh 3 6. 5',’5 R. azy
s 1 o 1 1
5B R. §—. — R. 6 —_ "
e | e = &g B
/2
1
15 1 16 'ﬁ 1
10. —. R. 3—. —_ — —
T - 1. — R. 4. 18 R. 3
s s
£ 1 1
s 2 ] 5 54 "
13. —1-5- R. = 14. -1— R. = 16. 3 R. T
s 4/
2 = s
*a 2 s 5 s 2
16- T R. "_- 1?. ';:- n. (ﬂ- Is. W- R- 2;'0
o k! s
5%/a '/a
9l p s a2 g ou
. ﬁl_ig . . T - » :-.{.’-' s “.
e 3/s

EXPRESION FRACCIONARIA COMPLEJA

Es una fraccion compleja en cuyo numerador o denominador, o en
ambos, hay operaciones indicadas.

| L% 2\
Ejemplosl 4“‘;? (‘“;) ’
o

SIMPLIFICACION DE UNA EXPRESION
FRACCIONARIA COMPLEIA
Se efectiian las operaciones del numerador y denominador hasta con-
vertirlos en un solo quebrado, y se efectiia la divisién de estos dos que-
brados.
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1 +1 =y | ¥ @
= (1) Simplticar —28 T /o= "/ulX /s
Ejemplos §ipc)
" Y
(*/e+/o—"/12) X %7 /3% Y 1 n 1
el B+4 2 6 2 12
Ya
2+, 5/,
S 3/y 1 1
(2) Simplificar x (235— = 4- ).
¥ s ( 5 5)
Y2 s
2 1 12 21
Efectuando el numerador: 2+ 5‘“: /a’+ /‘=i+.{=:i
3 3/= d 3/3 5 2 IO
i iR 1
Efectvondo el denominador: %_£= /o _-ﬁ_ﬁ—l: ﬂ
Ve V2 Ya Y2 5 2 1
) 1 1 1N76 8
Efectuando el poréntesis:  235— + 4— = —— x — =56
£ 5 5 5 21 5
43 2408 63
Tendremos: » ———= XM= —= —_—
56 e o 3561 R
(3) Simplificar ——-—3-—
2418
3—-1/ ;
3 N 3 - 3
Esta close de fracciones se reducen a sim- % - =
ples reclizondo los operaciones indicadas 2+ /s /s 4
de abajo hacia arribo como se indica con =y $ 'I 2+ u/, 2+ ES—
los cuadritas: 3—-1/4 s
3 3 5 55 17 .
—_—— = | —_—,
meye 10 114 38 38
= EJERCICIO 146
Simplificar:
2 +3 e, §
%+r:_+;; [s+ 3w J’m‘ R.—;-:E-
1. R. 1. ate+5a
nfﬂ.’l 1 1 1
# -2+t
1 2
-3+, i 5. R 2—
= 2—1/, R. & 65 + 55 — 105
N e
Y10+ 100 =" /1000 109 TTENT 1
3. 0 R. 30000 6. . R 12—'-



7. . R
1 1 1 T
2 -1t Xy
B 1 T 1
L 5 st T
8 5 * 13"
B

(;%-i—"fu""ho)x e ™ &

Ye—=1/12

7 1 L
(55 —45 +1) X 36

10. - R 1.

11.

1
W—3

(65— /20—"1s3) /1

T03
. R‘ 1.7‘;7&*

(*fa—="'1w) X4/
(9+l—;'*x’h)x5hﬂ
12 < ¥ S
1 3
Bt
Y
2 4
13. m A R. 4
11
1!5 lfra
11
14. Il’a "fz n."_'l_“
E- . 4 =
Us Y
Ur Ma M
W s s
15. S 8
Yo e
Ve Ys e
2-1, 8/,
16 8§ '3 X,

i . R. .
5+ X ('/:+/10) i

FRACCIONES COMPLEJAS

® 28]

R. 5.

ﬁxﬁ), R. 1

e 5
ll"l l{l! . R..El.
1?'6+(B—‘f.)+d' -
1
1 R. 211
3+ (%9
1+ 1-3
e e
3 2 47
18. gli. oY
ﬂ:-- l’l: x(% 1‘3 12)
*le e
2—2 3-1/y
20. 45 * s T 11
".“1;‘ 5"""5 20 2
1/a 24
Y
g1 1= /s 1"“;,(£+E_E
1 5 1 T 49 343
1_'."3 l—lfs
3
=14 i, & 'R.lé.
]‘lh
5
23.
2+2+ 1 R4
I+
1
4.
2 3+3+ 1 R. 3%.
1_1.’:
2
25. 5
ok Lo R G-
2-1/,
5
26. o
Y = R =,
i !33 /s -
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En las numerosas inscripciones egipcias descifradas se encuentran variadisinios problemas con nimeros frac-

mmﬂwm-nmmhMMM.mﬂﬁmmm-mn

de la vida diaria, tales la distribucid Mm.hm%hl-hhmn-mm-.
mmahammw“n pagiro de Ahmes tienen todavia actualidad,

PROBLEMAS TIPOS SOBRE CAPITULO xxw
QUEBRADOS COMUNES

Si anadimos 1 al numerador y 3 al denominador de %.. Jjaumenta o
disminuye este quebrado y cuinto?

Al anadir 1 al numerador y 3 al denuminador, se convierte en
d+1 4

= Para saber si el quebrado T ha aumemado o disminuido al
.
convertirse en —,:-, tenemos que reducir ambos a un comin denominador.

3 _8x%7 .4 4_4x4 16
4 4x7 28 7 1x4 28

Aqui vemos que % ha disminuido porque su valor era 3 y se ha
convertido en i-z. y lo que ha disminuido es:

2 EJERCICIO 147

1. ;Aumenta o disminuye y cuanto :- al afiadir 1 al numerador Y 4 al de-

nominador? R. Dis. —.
117

282
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2. ¢Qué variacién sufre l;?» al anadir 2 al numerador y 5 al denominador?
18

R. Dis. —.

3. Qué aii:racién sulre :_1 al anadir 5 al numerador y 3 al denominador?
R. Aum. %

4. Qué variacién sufre :J al anadir 7 al numerador y 4 al denominador?
R. Aum. ;';

5. ¢Aumenta o disminuye -} al afiadir 3 a sus dos términos y cudnto?
R. Aum. -1%

8. gAumenu o disminuye l al restar 5 a sus dos términos y cudnto?
R. Dis. a_s'

7. .{Aumema o disminuye : al anadir 4 a sus dos términos y cudnto?
R. Dis. X,

T
;Aumenta o dimxinuye'T y cudnto al restar 3 a sus dos términos? R. Aum. :—‘

Si tengo lipices que valen S;’; y los vendo por 5%. {gano o pierdo y
cudnto? R. Pierdo S“EE-
10. ¢Qué serd mis ventajoso, vender 50 sacos de azicar a 35% o a 55% y

cudl seria la diferencia de precio en la venta total? R. A 35%; 33:%

@el’ur cuil nimero se multiplica  cuando se convierte en 272
2% es el producto y % un factor. Para hallar el otro factor no hay
mas que dividir el producto entre el factor conocido:
8 § 11 6 12 _32
-_——— —_—=—=
il e e
< 1 82
Luego se multiplica por 2. R.

L

< EJERCICIO 148
B

i 3 ; :
1. sPor qué nimero se multiplica .- cuando se convierte en’ - - cuando

i . 8 24
se convierte en -:'—. -:- cuando se convierte en 62 R. Por e 10.

2. 4Por cudl ntimero hay que multiplicar 14% para obtener 5—;—? R. Por %.
3. 4Por cual numero hay que multiplicar a 7 para que dé 8; a 9 para que
10 3

dé 10; a 14 para obtener 37 R, Por :' ks

4 ,Por qué nimero se multiplica 4 cuando se afiade 2 a sus dos términos;
cuando se resta 2 a sus dos térmmas? R. Por -. :%n

5. sPor cuil nimero se multiplica -? cuando se resta 4 a SI.I:‘ dos términos;

cuando se anade 5 a sus dos términos? R. Por 1; -~
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g. ¢(Por cudl nimero se mulu’pliga 6 cuando se convierte en 4; 3 cuando

1 i

se convierte en 1; 11 cuando se convierte en 12?2 R. Por -z-; = 1'—1.

7. ¢Por cudl nimero se multiplica —:— cuando se anade 5 al numerador
y 3 al denominador; cuando se resta 3 de 7 y se cambia el 8 por 10?

R. Por 15; 2
11’ 88
g. ¢Por cuil nimero multiplico el precio de compra de un cobjeto que me
costé §15 al venderlo por $202 R. Por 13-

gPor qué nimero se divide 80 cuando se convierte en —?
80 es el dividendo y '? el cociente. Para hallar el divisor no hay mais
que dividir el dividendo entre el coaente:

Luego se divide por 133 R.

< EJERCICIO 149
1. ¢Por qué nimero se divide § cuando se convierte en 6; 9 cuando se

convierte en 7; 11 cuando se convierte en 19?7 R. Por %; 1-;; -:%.
2. ¢Por cuil nimero hay que dividir a 7 para obtener 8; a 9 para que
dé 10; a 14 para que dé 3; a 50 para tener %? R. Por%; %; 4%: 200.
) } . i - -2 1 Bl
3. ¢Por cudl nimero hay que dividir a o para tener 62 R. Por .

4. sPor cuidl nimero se divide Tn cuando se anade 2 a cada uno de sus

términos; cuando se resta 2 a cada uno de sus términos? R. Por fl—"; 1%.

8. ¢Por cuil nimero se divide %’ cuando se resta 4 a sus dos términos;
cuando sc anade 5 a los dos? R. Por %; 1%.

6. ;Por cuil nimero se divide % cuando se afiade 5 al numerador y
3 al denominador; cuando se resta 3 de 7 y se cambia el 8 por 10?

R. Por T; 2-.
L] s
7. ¢Por cudl nimero divido el precio de compra de un objeto que me costd
$15 cuando lo vendo por $202 R. Por 3.
8. Si en lugar de dar 60 cts. a un muchacho le doy B0 cts., ¢por cuil nimero

he dividido lo que pensaba darle antes? R. Por -
8. Si en lugar de comprar arroz a 3% cts. libra lo compro a -&% cts., ¢por

cuil nimero se ha dividido el precio primitivo? R. Por E
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10. Si en lugar de estudiar 5 horas estudio 3. jpor cuil nimero he dividido

el namero primitivo de horas? R. Por -:—.

gQué parte de 10 es 42

Diremos: 1 es ﬁ de 10; luego, 4 serd cuatro veces mayor, o sea,
D L 8
T R

Luego, 4 es los % de 10. R.

Como se ve por lo hecho, no hay més que dividir las dos cantidades
dadas, poniendo como divisor o denominador la cantidad que lleva el de
delante.

gQué[nrledc%cs%?

T s 2 - -
Dividimos, poniendo a - como divisor:

8 8 8 2 16
T n 2
Luego, + es los 70 de . R.
2 EJERCICIO 150
1. Hallar qué parte de 5 es 4; de 6es 7. de Y es 8. R. T};%; %.
2. ¢Qué parte de 15 es 20; de 12 es 18; de 24 es 30?7 R. %: %: %.
3. (Qué parte de 20 es 5; de 18 es 4; de 5 es 67 R.-:—;-:-:i-.
" [ 2 1 ) 12 a2

4 Qué parte de — es —; de - es 32?2 R. 5 —.

Qué i 2 1. de 72 - A,
B. ¢Qué fracaon de 4-‘ €s 5H, de Tn es 24?7 R. R
6. Qué parte de un peso son 6 cts.; 18 cis.; 40 cs? R, ;f: %: T’.
7. ¢Qué parte de una pieza de 60 ms. es 14—:— ms.; —:— ms.; 12 ms.?

8 1 1

R-oww

8 Juan tenia bs. 60 y gasto bs. 18. §Qué parte de su dinero gasté y qué parte
i O |

ahorro? R. TR

9. Un hombre que gana 80 sucres mensuales, gasta 25. Qué parte de su
5 1
sueldo gasta y qué parte ahorra? R. - —-

10. Un hacendado tenia una finca de 200 hectireas y vendio % de 48
hectdreas. ¢Qué parte de la finca le queda? R. E.
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11.

12.

13.

14.

16.

16.

17

¢Qué parte del costo se pierde cuando se vende en 15 soles lo que ha

costado 20?7 R. %

Un padre reparte $1 entre sus tres hijos. A uno da 50 cs, a otro

40 as. y a otro ¢l resto. ¢Qué parte del peso ha dado a cada uno de
. i, 2 1
los hijos? R. e

Si me deben los % de 500 colones y me pagan los —:— de 300, ¢qué parte de

lo que me debian me han pagado y qué parte me adeudan? %, ‘T
Una botella llena de liquido pesa 3 Kgs. y el peso de la botella es -}
de Kg. ;Qué parte del peso total es el peso del liquido? R. 2

24
Cuando vendo por 24 cts. lo que me habia costado 16, ¢qué parte del

costo y de la venta es la ganancia?  R. —:— del costo % de la venta.

Cuando vendo en 500 bolivares un caballo que me habia costado 425, ¢qué

pane cs mi ganancia del costo y del preuo de venta? R. %dcl costo;
_-: de la venta.

¢Qué parte de un cargamento de arroz que vale 4500 lempiras podré
comprar si vendo 7 caballos a 500 cada uno? R %.

Un caballo que cost6 1260 sucres se vende por los % del costo. ¢Cudn-
to se pierde?

Para saber en cudnto se ha vendido el caballo hay que hallar los —:—

de 1250 sucres:

1
-gde 1250 serd 1250 + 5 = 250 y los-g-scrfmﬁﬂx2=5m sucres.

Si el caballo se ha vendido en 500 sucres se han perdido 1250 — 500

=750 sucres. R.

.Tenia $80. Perdi los . y presté - del resto. ¢Cuinto me queda?

Perdi — de $90. — de $90 es $90 +5=$18 y los - serdn $18X 3

=%$54. El rcsm serd 59'0 $54 = $36.

Presté T del resto, o sea, -E— de $36:
1
= de $36 es $36 +~6=$6 y los%scrén $6 x 5 = $30.

Si perdi $54 y presté $30, me quedan $90—($544-$30)=390—$84=%$6. R.
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12.

13.

14

15.

16.

PROBLEMAS DE QUEBRADOS @ 287

EJERCICIO 151

sCudnto pierdo cuando vendo por los % del costo lo que me ha cos-
tado Q 84 R. Q.48

¢Cuanto gano cuando vendo por los % del costo lo que me ha costado
108 solest R. 48 soles.

:Gano o pierdo y cudnto, cuando vendo por los —:- de los —;— del costo lo
que me ha costado $40? R. Gano $44.

Al vender un caballo en 510 colones gano los -:; de la venta. Hallar el
costo. R. 560 colones.
¢Qué parte del costo pierdo cuando vendo por $65 lo que me habia

costado $807 R. 1.;

Compré un traje pu.-;r $30 y lo vendo ganando los :—u del costo. Hallar
el precio de venta. R. $39.

Un obrero ajusta una obra por §56 y hace los !L de ella. ¢Cuinto recibe
y cuinto le falia cobrar? R. Recibe $32; faltan $24.

Me deben los % de 90 lempiras y me pagan los % de 90. ¢(Cuinto me
deben ain? R. 16 lempiras.

De los 84 cts. que tenia, perdi % y presté —:4.. ¢Cudnto me queda?
R. 30 cts.

De una ciudad a otra hay 210 Kms. Un dia ando los - de esa distan-
cia, otro dia los % y un tercer dia los :? ¢A qué distancia estoy entonces
del punto de llegada? R. 51 Km.

De una finca de 500 hectdreas se culuvan %. se alquila Ilﬂ y lo res-

tante se vende a 5000 bolivares la hectdrea. ¢Cuanto importa la venta?
R. bs. 1875000.

Con los %65 que tenia compré libros por $15 y gasté en un traje los %
del resto. ¢Cuianto me queda? R. $15.

Una viajera tiene que recorrer 75 Kms. Un dia anda los iu dedicha dis-
tancia y otro dia —:— del resto. ¢Cudnto le falta por recorrer? R. 20 Kms.
Un muchacho ticne que hacer 30 problemas. Un dia resuelve los T.u
y al dia siguiente los ‘? del resto. ¢Cudntos problemas le faltan por
resolver aan? R. 9.

Tenia $96. Con los % de esta cantidad compré libros y con los % de

lo que me quedé compré un traje. (Cuinto me queda? R. $35.
A S:!-—: el quintal de una mercancia, ¢cudnto importardn tres pedidos,

. & . 2
de los cuales, el primero contiene § quintales; ¢l segundo — de lo que
contiene el anterior, y el tercero iln de lo que contiene ¢l segundo? R. $18.
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17. Un padre deja al morir $4500 para repartir entre sus tres hijos. El

mayor debe recibir -:— de la herencia; el segundo % de la parte del
anterior, y el tercero lo restante. ¢Cuanto recibira cada uno? R. Ma-
yor, $1000; 29, §200; 39 $3300.

18. Tengo 9000 sucn:s Si presto los :— de esta cantidad; gasto una canudad
igual a los — de lo que presté e invierto una cantidad igual a los ;
de lo que ga.sle. ¢cudnto me quedara? R, 2940 sucres.

19. De los %2000 que enia di a mi henu.mo los -;. a mi primo Juan los 3—
del resto y a mi sobrino los = del nuevo resto. ¢Cuanto me qued.a?
R. $200.

20. Tenia ahorrados $1120. En encro inverti la mitad de esta cantidad; en
febrero la mitad de lo que me quedaba; en marzo la mitad de lo que
tenia después de los gastos anteriores, y en abril la mitad de lo que
tenia después de los gastos anteriores. Si con lo que me quedaba compré
en mayo un caballo, ¢cuinto me costd el caballor R. $70.

gQuél’mmutuandodrtlojuﬁalalm-:Tde%deldnbledchs&dc
la manana?

Como se trata de una fraccion multiple, no hay mis que muluplicar
todas las cantidades:

2 Y2 6
—X—X—X—=
3:*:2 1 %

Serin las 4 de la manana. K.

2 EJERCICIO 152

1. S me pagan los — 2 de los —; de 3150, .:cuamu recibiré? R. $40.
éQué hora es cuan.do el reloj senala los ‘— e L del triplo de las 8 a. m.?
R. 3 p-m. ’

3. Si me debian los : de 840 bolivares y mc pagan los 37 de los . de 840,
¢cuinto me deben?  R. 90 bolivares.

4. De una hinca de 420 hectircas se venden los E;— de -i- y se alquilan los
-% de los -;—' de la linca. ¢Cudntas hectireas quedan? R. 1280 ha.

8. Si vendo una casa por los -:— de los : de $7200 y un caballo por -:— de :—

de : de $2400, ¢cuinto recibiré en total? R $1600. :

6. Dc una linca dL 6300 hl.‘thill:ds s¢ venden primcero los : de los ai y
nuis tarde los —! de los T de los —D. c(‘u.imn queda? R, 1000 ha.

7. ¢ Cuanto picrdo cuando vendo por los — de los —:J del costo lo que me
ha costado 5000 soles: R, 3200 sn[l:s

8.  Una persona tiene derecho a recibir los —:—n de $2000. Si cobra Lz de :—
de $2000, ¢euanto le deben? R, $450.
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PROBLEMAS DE QuEBrADOs # 289

Una persona es duena de los % de un terreno valuado en $10000. ¢Cuinto

T de ; de su perte?  R. $1050.
Un reloj adelanta por hora los % de los % de 40 minutos. ¢Cudnto

adelantari en 10 horas? R. 2 hs.

recibira si vende los

Los ~:~ de un niimero son 60. Cuil es el nimero?

y los

>
1.

10.

11.
12.

13.
14.

16

Si los -:— del nimero que se busca son 60, ":T del nimero serd 60+3=20,
., o sea el nimero buscado, serd 20 x 4=80. R.

i

EJERCICIO 153

gCuci] es el nimero cuyos — 1 equivalen a 507 R. 125.

Los °- de un numero son 1.£U ¢Cuil es el numero? R. 160.
Pedro tene Y anos y la edad de Pedio es los —2- de la de Enrigue. jQué
edad tiene éste? R. 6 a

Con los $65 que tengo no podria pagar mis que los r de mis dcudas.
¢Cudnto debo? R. $70.

Compré un traje y un amllo. El traje me costo $45 y esta cantidad es
los % del precio del anillo. ¢(Cuinto costé éste?  R. $8L.

Un hombre gasta en alimentacidon de su familia los -} de su sueldo

mensual. Si un mes gasta por ese concepto 82 lempiras, ¢cudl ha sido su
sueldo cse mes? R, 205 lempiras.

Si los -:— de los 4:‘- de un ndamero equivalen a 24, ¢cudl es el numero?
R. 48.

¢Cudl es el namero en el cual los -% de sus % equivalen a 80?2 R. 704.

Una casa uene 28 ms. de altura y esta altura representa los —:— de los 1;-

de la altura de otro edificio. ¢Cuil es la alura de éste? R. 56 ms.

Si los = de un quintal de mercancias valen 24 s, gudnto vale el
guintal? R. 61 ds.

Se corta un pﬂ.lazo de 36 cms. de una varilla. Si ese pedazo cortado es
los — de los - ; de la varilla, jcudl serd la longitud de ésta? R. 60 cms.
En un co!eglo hay 42 alumnos varones gue representan los — del total
de alumnos. ¢{Cudntos alumnos hay y cuintas nifias? R. 182 al.; 140 ninas.

% de metro de casimir valen bs. 4. ¢Cuinto valen § ms.? R. bs. 180.
Los f:_: de una obra importan $75. ;Cudnto importarian 4 obras iguales?

R. $1580.
Un comerciante vende los i de sus efectos por 512 soles. ¢Cudnto im-
portan los electos que le quedan? R. 1728 soles.

10 Aritmetica
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16.

17.

18.

19.

20.

En accidente se averian % de las mercancias que lleva un camién.
Si la averia importa $91, ¢cudl era el valor de las mercancias? R. $143.

Al vender los % de su finca un hombre se queda con 60 hectireas de
tierra menos. ¢Cudl era la extension de la finca? R. 165 hectireas,

Se venden 14 ms. de tela que son los -:- de una pieza. $Cudntos metros
habrd en 8 piezas iguales? R. 392 m.

Si poseo los % de una finca y vendo los % de mi parte por $9000, gcudl
es el valor de la finca? R. $30000.

Un hombre que es dueio de los % de un edificio vende :;1 de su parte
por $7290. ¢Cual es el valor del edificio? R. $35640.

.Los de la edad de Mario son 24 afos y la edad de Roberto es los

— de la de Mario. Hallar ambas edadui
51 — dc la edad de Mario son 24 anos. — de su edad ser.-i 24 +-2=12

anos, y Ios — de su edad, o sca su edad, sera 12 X 3 =36 aios

La edad de Roberto es ;- de la de Mario, o sea, — de 36 afos.

—dc 36 anos es 36 + 9 =4 anos, y Ins%serén 4x4=16 anos

Mario tiene 36 anos, y Roberto, 16 afios. R.

EJERCICIO 154

Los X de un numero son 40. ¢Cuantos serﬁn 105 = deI numero? R. 15.
gCuﬁnm son los — de un nimero cuyos — equwaltn a 80 R. 42.
La edad de Ennquc es los ;— de la de juan y ? de la de Juan equivalen
a 24 anos. Hallar ambas edades. R. ], 30 a; E., 25.

Si prestara 1? de mi dinero prestaria $14. ¢Cuanto me ha costado un
traje que compré con los :— de mi dinero? R. §15.

Los = de una pieza de tela importan 65 sucres. ¢Cudnto vale la pieza
y cuii'mo los :_a de la pieza? R. 117 sucres; 63 sucres.

¢Cudnto son los :T de una pieza de tela cuyos 115 equivalen a 60 ms.?
R. 27 ms.

Los % de un cargamento de [rutas valen §50. ¢(Cudnto vale el resto?
R. $25.

Al cortar un pedazo de 36 ams. de longitud de una varilla he cortado

los ‘% de la varilla. ¢Cual es la longitud de la parte que queda? R. § cms.

Si al comprar un traje de $33 gasto los :—; de mi dinero, jcudnto me
queda? R. $6.
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10. %180 representan los —:— de los : de mi dinero. (Cudnto me costata un
caballo que comprara con los :_s de mu dinero? R. §126.
11. La extension de mi linca es lus % de los % de la extension de la linca

de Pedro Suirez y los : de los ’T de la extension de esta finca son
12 hectarcas. Hallar la extension de ambas fincas. R. La de P. S,
36 hectireas; la mia, 21 hectireas.

12. l de : de % de la ¢dad de Juan Pérez son 3 anos y la edad de su nieto

es : de : de la suya. Hallar ambas edades. R. ]. P, 72 a.; nieto, 2 a.

Conlos%ylos;denﬁdinemmmptéunamadcﬂm. ¢Cuén-
to tenia y cuinto me quedo?

El dinero empleado ha sido % + % = f—'; de mi dinero y como lo em-
pleado ha sido $7400, tendremos que :: de mi dinero = $7400; luego, &

de mi dinero sera $7400 + 37 = $200, y los %:, o sea todo mi dinero antes
de gastar nada, sera $200 x 56 = $11200, R.; luego, me quedan $11200
87400 = $3800. R.

Una pecera con sus peces ha costado $48. Sabiendo que el precio de

la pecera es los - del precio de los peces, hallar el precio de los pe-
ces y de la pecera.

El precio de los peces lo representamos por sus -—’1. Si el precio de
la pecera es los — - del precio df.' los peces y por ambas cosas se han paga-
do $48, tendremns que:

11
11+—§-=-—-d¢1puwodclmpm $48.

Si % del precio de los peces equivalen a $48, H de dicho precio serd
$48 +16 =133, y los :—:,osea el prccio de los peces, serd $3 x 11 =$33. R.

Si el precio de la pecera es los - del precio dl: los peces y sabemos
que l— del precio de los peces equlvale a $3, los . precio de la pecera,

seran $3 x5 =8%15. R.

2 EJERCICIO 155

1. Con los % y los : de mi dinero compré un caballo de $105. ¢Cuinto
tenia y cudnto me quedé? R. §108; $3.
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2. Cortando los % y los -:F de una varilla, la longitud de ésta ha disminuido

en 82 cms. ¢Cudl era la longitud de la varilla? R. 126 cms.

3. Los % mas los -i— de una pieza de tela son 164 ms. Hallar la longitud

de la pieza. R. 252 ms.

4. La suma de la sexta, la novena y la duodécima parte de un nimero
es 26. Hallar el nimero. R. T72.

5. -:T de una pieza de tela mas ;- de la misma menos % de ella valen, 18
bolivares. ¢Cuinto vale la pieza entera? R. 198 bolivares.

6. ;Cuil es el nimero cuyos % aumentados en sus % y disminuidos en
sus -:E' equivalen a 1207 R. 3120.

7. La edad de Pedro es % de la de Juan, y ambas edades suman 24 afios.
Hallar ambas edades. R. ], 21 a.; P., 3 a.

8. Maria tiene ~:- de lo que tiene Juana, y si ambas suman sus fondos, el
capital total seria de $121. ¢Cuinto tiene cada una? R. ]., $88: M., §33.

9. Se compra un perro con su collar por 540 sucres, y el precio del collar
€s fﬁ- del precio del perro. Hallar el precio del perro y del collar.
R. P, 520 sucres; coll, 20 sucres.

10. Un traje y un sombrero han costado $56. Sabiendo que el precio del

sombrero es los % del precio del traje, hallar el precio del traje y del
sombrero. R. T. $35; somb., $21.

gCuﬂeselnﬁmeroqucticneE&d:dﬂerendaenmem%ym%?
L

X - ; a .
28 serd los — ——=,. del nimero; luego, .. del nimero serd

28+7=4, y los 3., 0 sea, el nimero buscado: 4 X 24=96. R.

2 EJERCICIO 156

1. ¢Cuil es el nimero que tiene 22 de dilerencia entre sus —:— y sus —:—P R. 36.

Los 1—: de un numero exceden en 207 a los {;. ¢Cual es el namero? R. 429.

3. Si en lugar de recibir los % de una canudad me entregan los ’?, pierdo
50 soles. ¢Qué cantidad me deben? R. 560 soles.

L

4. Si en lugar de comprar un traje con los —:— de lo que tengo invierto en
otro los % de mi dinero, ahorro §33. (Cudnto tengo? R. $105.

3. Si en vez de ahorrar los :— de lo que me dio mi padre guardo -:—, ahorra-
ria 55 colones menos. ;Cuinto me dio mi padre? R. 315 colones.

6. Un pedazo equivalente a los I—’l de una varilla excede en 68 centimetros

a otro equivalente a % de la varilla. Hallar la longitud de la varilla.
R. 198 ams.



PROBLEMAS DE QuUEBRADos @ 293

¢De qué nimero es 84 dos quintos mas?

4 f [ " 2
El niimero desconocido lo represemamos por sus —. Si 84 es — mas

que dicho nimero, 84 serd lﬂs ; + — dcl niamero; lucgo = dl:l ni-
mero serd 84 + 7=12, y los —, o sea cl numero buscado, serd 12 xﬁ 60 R.

th qué numero es 50 dos séptimos menos?

50 serd los %—%'—7 dcl nimero buscado; luego, - del nimero
buscado sera 50 +5=10, y los * s 0 sea el niimero huscadn, sera:
10X 7=70. R

2 EJERCICIO 157

1. :De qué nimero es 49 un sexto mas? R. De 42.

2. ;De qué nimero es 96 un onceavo mds? R. De 88.

3. ;De qué nimero es Y8 cinco novenos mas? R. De 63.

4. De qué numero es 56 dos novenos menos? R. De 72.

5. :De qué numero s 108 un décimo menos? R. De 120.

6. ;De qué nimero es 1050 siete doceavos menos?  R. De 2520.

7. ¢De qué nimero es 30 un cuarto menos? R. De 40.

8. ¢De qué namero es 100 un noveno mais? R. De 90.

9. :De qué nimero es 93 un cuarto de un octavo menos? R. De 96.

10. ;De qué nimero es 49 un medio de un tercio mis? R. De 42

11. Cuando vendo un lipiz por 12 ds., gano - del costo. ¢Cuinto me
costd? R, 10 as,

12. Al vender una casa en 10200 quetzales gano los :7 del costo. Hallar el
costo.  R. B6T0 quetzales.

13. Cuando vendo un Lipiz por 9 cts, pierdo % del costo. (Cudnto me
costd el lipizz R, 15 cts.

14 Vendo una casa por 8998 balboas, perdiendo % de lo que me costh.
¢{Cuidnto me costdé la casa? R. 10634 balboas.

16. 63 ms. excede en sus % a la longitud de una pieza de tela. Hallar la
longitud de la pieza. R. 49 ms.

16. $33 es :— mis que el dinero de Pedro. ¢Cuinto tiene Pedro? R. §21.

17. La edad de Elsa es ;ﬁ menos que la edad de Rosa. Si Elsa tiene 22
anos, ¢qué¢ edad tiene Rosa? R. 36 a.

18. Cuando vendo un reloj en 36 lempiras, gano % del precio de venta.
¢Cudnto me habia costadn el reloj? R. 28 lempiras.

19. Cuando vendo un reloj por 90 bolivares, pierdo % del precio de venta.
¢Cuianto me habia costado el reloj? R. 110 bolivares.
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20. Andando los -: - de la distancia entre dos pueblos me faltan alin 60 Kms.
para llegar a mi destino. ;Cuil es la distancia entre los dos pueblos?
R. 96 Kms.

Después de gastar - de mi dinero, me quedo con $42. ¢Cuinto
tenia?
Todo mi dinero, antes de gastar nada, lo represento por sus %. Si he

gastado -:—, me quedan %-— %=-:~ de mi dinero; luego, $42 es los r:— de
mi dinero.

Por lo tanto, % de mi dinero serd $42 + 2 =$21, y los -:-. o sea todo
el dinero: $21 x 3= $63. R.

Despuésdegaslar_—:y—:— de mi dinero, me quedo con $60. ¢Cuén-
to tenia y cudnto gasté?
He gastado —?—+ -:— =§ de mi dinero. Todo lo que tenia, antes de
- 35 3 2 __ .
gastar nada, lo represento por sus —; luego, me quedan — — == Por
lo tanto, $60 es los ;_.1. de mi dinero.

Si $60 es los < de mi dinero, o serd $60 +6=$10 y los 3, o sea,
todo mi dinero, serd $10 x 35 = $350. R.

Gasté los -E de $350. ;1 de $350 es $350 = 35 = $10, y los }: serdn
510 X 29 = $290. R.

2 EJERCICIO 158

1. Perdi los :— de lo que tenia y me quedan $40. ;Cudnto tenia y cudnto
gasté? R, Tenia 3G4; gasté $24.

2 Los -: de mis lipices son blancos y los 21 restantes azules. ¢(Cudntos
{ipices tengo en total y cudntos son blancos? R. 27T; 6.

3. Los :- de la superlicie de un terreno estin fabricados y los 84 metros

cuadrados restantes, constituyen un patio. ¢Cuil es la superlicie del te-
rreno? Re 378 ms2,

4. Regalo % de mu dinero y me quedo con 60 soles. ¢Cuanto tenia y
cuinto regale?r  R. 150; Y0 soles.

5. Presie -:— de los :- de mi dinero y me quedé con 100 bolivares. sCudnto
tema y cuinto presté? R. 225; 125 bolivares.

8. Me quedaron 54 gallinas después de vender % de las que tenia. ¢Cudntas
gallinas tenia? R. 66.
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Si tuviera :— menos de la edad que tengo, tendria 21 afos. ¢Qué edad
tengo? R. 28 anos.

Vendi % de % de mi finca y me quedaron 68 hectireas. (Cuil era i.
extension de mi finca? R. 70 hectireas.
Habiendo salido 80 alumnos de un colegio, permanecen en €l mismo

los 2 del total de alumnos. ¢Cuintos alumnos hay en el colegio? R. 128.
Si gastara $65 me quedaria con los f;r de lo que tengo. ¢Cudnto tengo? R $75.

.Los —: de mis ldpices son blancos, % son azules y los 12 restantes, verdes.
¢Cudntos lapices tengo? R. 45.

Los —:—- de una finca estdn sembrados de cana, los % de calé y las 22 caba-
llerias restantes, de tabaco. ¢Cudl es la extension de la finca? R. 144 cab.

Ayer perdi los ; de mi dinero y hoy presté %. Si me quedan 33 sucres,
¢auinto tenia y cuidnto perdi?  R. 168; T2 sucres.

% de las gallinas de un campesino son blancas, -;- son negras y las 20
restantes pintadas. ¢Cudntas gallinas tiene en total, cudntas blancas y
cuantas negrass R. 75; b, 30; n, 25.

Habiendo andado los :- y los % de la distancia entre dos pueblos, me

faltan 9 Kms. para llegar a mi destino. ¢Cuil es la distancia entre los
dos pueblos? R. 168 Kms.

Un hombre al morir manda entregar los :'tE de su fortuna a su hijo
mayor, los 151 al hijo menor y los 620 cérdobas restantes a un sobrino.

¢Cuil era su fortuna y cudnto recibié cada hijo? R. 3960 cordobas:
may., 1540; men., 1800.

Después de gastar 80 soles me queda —: -y —i— de mi dinero. ;Cudnto tenia?
R. 480 soles.

Doy a Pedro Tl’ a Juan -5- y a Claudio 72 de mis bolas y me quedan
302. ¢Cuintas bolas tenia y cudntas di a Pedro? R. 990; 198.

I—I’ de las aves de una granja son gallos, -;’; son gallinas, -1—:5 palomas y
las 206 aves restantes son patos. ¢Cudntas aves hay en la granja? R. 286.

f;; de los alumnos de un colegio estin en clase; ll en recreo; é en el
bafio y los 70 alumnos restantes en estudio. ¢Cudntos alumnds hay en
el colegio y cudntos en cada ocupacion? R. 110; en clase; 25; en
recreo, 10; en el baio, 5.

Se ha vendido -:j.. -:- y % de una pieza de tela de la que quedan 9 ms.
¢Cudl era la longitud de la pieza? R. 42 ms.

Doy a Pedro %, a Juan %. a Enrique :—. y a Ernesto i de mis galletas

y me quedan 51 galletas. (Cuintas galletas tenia y cudntas di a cada
uno? R. 96; a P, 24; a ], 12: a Enr, 6; a Ernesto, 3.
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%delmalnmnoudeunmlegioemimdau,%dcloameﬁoren
recreo y los 68 alumnos restantes en el comedor. Hallar el total de
alummos.

En clase hay % del total.

En recreo hay =g ~5— del total, o sea E del total.
Ahora sumamos la parte que estd en clase con la que estd en recreo:

I~ 3 8320 1%

—_— — i — .

5 45 45 45"

El niimero total de alumnos lo represento por sus - w Si los que hay
en clase y en recreo son %* del total, quedaran:

- 31 ke
4% 45 45

Por lo tanto, los 68 alumnos restantes serdn 10@ = del total; luego,
- del toal serd 68 +34 =2, y los ;; o sea el total de alumnos, sera:
2 X 45 =90 alumnos. R.

2 EJERCICIO 159

1. Doy a Pedro :— de mi dinero, a Juan '—:— de lo anterior y me quedo
con 46 colones. ¢Cuanto tenia? R. 60 colones.

2. Gasté los = de lo que tenia e inverti una parte igual a los ? de lo
anterior. 51 tengo ain $57, ¢cudnto tenia al pnnuplo? R. 3$120.

3. De una pieza de tela se venden primero los = y luego una parte igual
a los -G de lo anterior. Si atn quedan 80 ms ¢cudl era la longitud de
la pieza? R. 135 ms.

4. lInverti primero los -'3- de mi capital, después una parte igual a los %
de lo anterior y me quedaron $854. ¢Cudnto tenia al principio? R. §1708.

6. El lunes lei los -La; de un libro, el martes una parte igual a los ': de
lo anterior y atin me faltan por lcer 93 pagmas. ¢Cudntas paginas tiene
el libro y cudntas lei el lunes? R. 165; 45.

6. Un comerciante vendid los :—n de los sacos de frijoles que habia com-
prado; se le picaron y tuvo que desechar una parte igual a los ; de

lo anterior y atn le gquedan 16 sacos para vender. ¢Cuintos sacos habia
comprado y cudntos vendié? R. BS; 28
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7. Un hat.endadn vendio primero los — de su finca y mids tarde una
parte igual a - de lo anterior. Si Ie quedan 9 hectireas, cudl era la
extension de la finca? R. 144 hectdreas.

8. Un padre deja a su hijo mayor '— de su fortuna, al segundo = al ter-
cero > de lo que ha dado a los otros dos, y al cuarto los 8400 bolwares
rcsl.mlts ¢A cudnto ascendia la fortuna? R. 14400 bolivares.

8. Un jugador pierde en la ruleta ; de su dinero; en el keno l y en
apuestas una parte igual a los = de lo que perdié en el keno. SI atn
le quedan $213, ¢cudnto tenia al principio y cuinto perdié en cada
ocasion?  R. $360; rul, $72: keno, $45; ap., $30.

Un padre deja a su hijo mayor -;— de su herencia; al segundo, % del
resto, y al tercero, los $2000 restantes. ¢A cuinto ascendia la herencia?

El mayor rec:be — de la herencia.

El resto serd lo ql.:c qucda después de haber dado al hijo mayor - — de
1

la herencia, o sea el -—; 5 de la herencia.

El segundo recibe = de v:—, o sea, — de la herenaa.

El primero y el segundo juntos han reclbulo -—+ —=— de la heren-
ca; luego, la parte que gueda serd — — %: — de la herem:m.

Por lo tanto, los $2000 que I"E(le]c el tercero mn los = de la herencia.
Si = de la hereucna equivalen a $2000, — de la herencia serd
$2000 = .?. $1000, y los —--, o sea toda la herencia, serd: $1000X 5=95000. R.

2 EJERCICIO 160
L Ayer perdi los % de mi dinero y hoy los -:— de lo que me quedaba. Si
todavia tengo 10, ¢cudnto tenia al principio? R. $28.
2. Un cartero dejé en una oficina % de las cartas que llevaba; en un
banco : del resto y todavia tiene 70 cartas para repartir. JCudntas
cartas le dieron para repartirr R. 108 cartas.

3. Se venden los —:- de una finca y se alquila -: del resto. Si quedan 28
hectireas, jcudl era la extension de la finca? R. 54 hectireas.

4 La semana pasada lei los —f:— de un libro y esta semana ya he leido los %

de lo que faltaba. Si atin me faltan por leer 60 paginas, ¢cuantas pé-
ginas tiene el libro? R. 350.

b. Un auto recorre un dia los T; de la distancia entre dos ciudades y al
dia siguiente los % de lo que le falta para llegar a su destino. Si atn
esta a 22 Kms. de su destino, gecudl es la distancia entre las dos ciudades?
R. 440 Kms.
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6. 51 doy a nmu hermano mayor los ; de lo que tengo y a mi hermano
menor los % de lo que me queda, me quedaria con 56 sucres. ¢Cudntv
tengo?  R. 252 sucres.

7. Habiendo cortado ya los % de una vanlla se corta un nuevo pedazo
cuya longitud es los % de lo que quedaba. Silo que queda ahora de la
varilla tiene 9 ans. de longitud, ¢cuil era la longitud de la varilla en
un princpio? R, 126 cms,

8. Una epidenua maté los % de las reses de un ganadero y después €l vendio
los —: de las que le quedaban. S1 aan uene 16 reses, jcudntas tenia al
principio, cudntas murieron y cuantas vendié? R, 128, mur, 80; vendio 32.

8. baug !‘ de mi dinero en libros; : €n paseos, : en pelotas; : del resto
en hmosnas y me quedan $16. ¢Cudnto tenia al principio? R. $72.

10. Un wiajero recorre i: de la distancia entre dos ciudades a pie; -; a
caballo; : del resto en auto y los 55 Kms. restantes en tren. ¢Cudl es
la distancia enwre las_dos cudades? R. 120 Kms.

@Un hombre deposita en un Banco los > de su dinero y en otre
Banco 500 bolivares. Sihthadepmiwoumuenulos:?-dem
dinero, jcuinto tiene?
Lo depositado ha sido - del dinero + bs.500, y esto equivale a los
% de su dinero; luego, bs. 500 representa la diferencia entre los -:— y los ~:- de

u z

. 1 .
su dinero, o sea, iy et de su dinero.

Si bs. 500 es los ‘_1 de su dinero, zll de su dinero sera bs. 500 + 4 =
bs. 125, y los 5 de su dinero, o sea todo su dinero, serd: bs.125 x 21=
bs. 2625. R.

Un hombre al morir dispone lo siguiente: A su amigo Pedro le deja
* de su capital; a otro amigo, Juan, le deja - del resto, y a un asi-

lo le deja $3400. Si la cantidad repartida asi es los  de su capital, ¢cul
era su capital?

A Pedro le deja — de su capital.

A Juan le deja :— del resto, o sea, -: X % =% de su capital.

Por lo tanto, a Pedro y a Juan les ha dejado:

1,8 _15_3 L3
—_———— su
5 B B o eaR
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Esta canudad mas los $3400 que. le deja al asilo son los > . de su ca-
pital, o sea, — del capital + $3400 = — del capital.
Por lo Lanlo, los H&w serdn la dliermm entre los > =y los ~_— de su
5 3 !
capital, o sea, ~— -; dt su Laplta.l
Si $3400 es I.us 2 de su capital, dc dicho capital serd 33400 + 17

= $200, y los — 0 sca todo el capital, quu: es lo que se busca, sera:
$200 X 42 = $8400. R.
2 EJERCICIO 161

1. Compro un caballo con los 2 de mi dinero y un reloj de $20. Si lo
empleado ha sido los % de mi dinero, jowinto tenia? R, $800.

2. Dia m hermano los f de lo gue tenia y a mi primo $38. 51 con esto
he dispuesto de los : de mi dinero, gcuinto tenia? R, $112

3. Después de vender los —:~ de un rollo de alambre y 30 ms. mis, queda %
del alambire que habia al ptimipin. ¢Cuil era la longitud del rollo de
alambre antes de vender nadar R, 360 ms.

4. Después de vender los T y los - de :m linca y de alquilar 13 caballe-

rias, me queda una parte |gual a los ; del total de la linca. Cuil
era la extension de la hincad  R. 56 cab.

B. Lus libros de I'edro equivalen a los : de I_us hibros que poseo y Enrigue
posee 28 hibros. 51 los hibros de Pedio junto con los de Enrigue repre-

sentan  los 1 de los hbros que posco, gcuinws hibros tengor R, 285

6. La edad de julla es los * de la mia y la hermana de Julia ucnc B anos.
La suma de las cdades dl'.' Julia y su hermana equivale a los B_ de mui
edad. ¢Cudl es mi edad y cudl la de Julia?z R, 63 a; ], 27 a.

7. Los caballos de Pedro equivalen a la mitad de los mios; los de Enrique
a la wrcera parte de los mios. Si a los caballos de Pedro y Enrique
sumo los 50 caballos de Roberto, resultarian los !« de los caballos que
tengo. (Cuintos  caballos tengo y  cwintos llencn Pedro y Enrique?
R. 1200; P, 600; E., 400.

8. Doy a mi amigo Juan : de mis tabacos; a Fermando la mitad de los
que me quedan y a Federico 40 tabacos. 5i lo que he repartido es los %
del 1otal de 1abacos que tenia, ¢goudntos tabacos tenia al principio. R. 300,

9. Cuando un hombre muere deja ordenado que se cntrtgue a su padre
la quinta parte de su fortuna; a su hermano mayor lm — del resto y a
un asilo 6000 soles. St lo que ha mandado entregar cs los :w de su
fortuna, jowil era la lortunar R, 30000 soles.
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10. Un hombre al morir dispone que se entregue a su padre la quinta parte

de su fortuna; a su hermano mayor % del resto; a su segundo hermano
la mitad de lo yue queda y a su tercer hennano $6000. 5i el dinero de

que ha dispuesto equivale a los |!u de su fortuna, ¢cuil era ésta? R. $36000.

Pedro puede hacer un trabajo en 5 dias y Juan en 8 dias. :En cuan-
tos dias podrian hacer el trabajo los dos juntos?

Pedro hace todo el trabajo en 5 dias; luego, en un dia hard % del
trabajo.

Juan harda en un dia —:— del trabajo.

Los dos juntos harin en un dia %+ ':T - E del wabajo.

Si en un dia hacen los dos - del trabajo, para hacer . tardarin

a0 40
W
40"

NG T _
1+ 13== de dia y para hacer los
1

s st BB L abe—ublll
ol 5

todo el wrabajo, tardarin:

Dos llaves abiertas a la vez pueden llenar un estanque en 5 horas y
una de ellas sola lo puede llenar en 8 horas. ;En cuanto tiempo pue-
de llenar el estanque la otra llave?

Las dos llaves llenan el estanque en 5 horas; luego, en 1 hora llena-
rin -;— del estanque.

Una de cllas sola lo llena en 8 horas; luego, en una hora llena :— del
estanque,

Por lo tanto, la otra llave en una hora llenard % - -; - ';:6 del estanque.

Si en una hora, o sea 60 minutos, esta llave llena ::, del estanque,

para llenar ‘Lu del mismo tardard 60 + 3 = 20 minutos, y para llenar los :—:.
o sea todo el estanque, tardara:

20 x40=

< EJERCICIO 162
1. A4 pucde hacer una obra en ¢ horas y B ¢n 7 horas. ¢En cuinto tiempo
harian la obra los dos juntos? R. 3:_5 hs.
2. 4 puede hacer una obra en 5 dias, B en 6 dias y € en 7 dias. ¢En cwinto
tiecmpo pueden hacer la obra los tres juntos? R. 1% ds.
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Un estanque se puede llenar por tres llaves. La 1? lo puede llenar en
5 bnras.n?a 2% en 10 horas y la 3* en 8 horas. jEn cuanto tiempo se
llenari el estanque, si estando vacio y cerrado el desagiie, se abren al

mismo tiempo las tres llaves? R. 2‘—: hs.

Un lavabo de mi casa ticne dos llaves de agua y una ducha. Una de
las llaves puede llenar el lavabo en 25 segundos; la otra en 15 segundos
y la ducha en 50 segundos, estando cerrado el desagiie. ¢En cudnto
tiempo se llenari el lavabo, si estando vacio y cerrado el desagiie, abro

las dos llaves y la ducha al mismo tiempo? R. 'I'-:—: seg.
A puede hacer una obra en 2—:— dias; B en 1-:— y C en 4% dias. ¢En
cuinto tiempo hardn la obra si trabajan los tres juntos? R. © de dia.

Si cierro el desagiie a un lavabo de mi casa y abro la pila del a,
¢sta emplea B segundos para llenarlo, y si estando lleno, cierro-la llave
del agua y abro el desagiie, éste lo vacia en 15 segundos. (En cudnto
tiempo s¢ llenard el lavabo, si estando vacio y abierto el desagiie, abro

la pila? R. 17-:- SCE-

Un estanque tiene dos lHaves y un desagiie. La primera llave lo puede
llenar en B horas y la segunda en 5 horas, estando el estanque vacio y
cerrado el desagiie. El desagiie puede vaaarlo, estando lleno y cerradas
las pilas, en 20 horas. (En cuwinto tiempo se llenard el estanque si estando

vacio se abren al mismio tiempo las dos llaves y el desagiie? R. 3:—' hs.

Estando vacio un lavabo y cerrado el désagiie abro las dos pilas del
agua y ¢l lavabo se llena en 15 segundos. Si no hubiera abierto mis
que una pila hubiera tardado 25 segundos en llenarse. En cuinto tiempo

pucde llenar la otra pila el lavabo? R. 37% seg.

Estando vaciv un emnmtuc y cerrado el desa[iluc. abro las tres pilas de
agua y ¢l estanyue se llena en 2 horas. 51 hubiera abierto solamente
dos de las pilas hubiera tardado 3 horas para llenarse. ¢(En cuinto
tiempo puede llenar el estanque la tercera pila?  R. 6 hs.

A, B y C vabajando juntus pueden hacer una obra en wres dias, 4, tra-
bajando solo, pucde hacerla en 14 dias y B, trabajando solo, la hubiera

hecho en 14 dias. ¢En cuintos dias puede hacer C la obra? R. 4:—: de dia.

Un estanque tiene dos pilas de agua. Siestando vacio ¢l estanque y
cerrado ¢l desagiie abro solamente la de la derecha, tarda 5 horas en
llenarse y si hubiera abierto solamente la llave de la izquierda, hubiera
tardado ¢ horas en llenarse. Si el desague esti cerrado y el estanque

lleno hasta los % de su capacidad, gen cuinto tiempo acabard de llenarse

c : : s
abriendo las dos llaves al mismo tiempo? R. 1 hs.



302 @ amiTMETICA

&uﬂuclnﬁnmquaummadoenm—:-ydisminuidom%
equivale a 102?

El niimero que buscamos lo representamos por sus —:-- Luego % del

i 2 ; 2 5 2 3 __ 4 ’
numero + del numero - i del nimero = + YA del numero

an
= 102.
Por lo tanto, :& del numero serda 102 +34=3 y los -':—: o sea el nu-
mero buscado: 3 x 36 = 105. R.

Pregunlado Juan por su edad, responde: Mi edad, aumentada en
sus%ycnlﬂaﬁns,equiva]caﬁaﬁm. ¢Cuil es la edad de Juan?

La edad de Juan la representamos por sus %. Luego, % + % = l“—l de
la edad de Juan, mids 10 afios, equivalen a 43 afios.

Si los > de la edad de Juan, mds 10 afios, equivalen a 43 afios, es evi-
dente que los L:- solos serin 33 anos, es decir: 5'! de la edad = 33 anos.

Por lo tanto, + de la edad de Juan serd 33 + 11 =3 anos y los : o
sea toda la edad serd 3 X 6 =18 anos. R.

& EJERCICIO 163

1. ¢Cual es el numero que aumentado en. sus % y disminuido en sus ;—
equivale a 932 R. 105.

2. 51 me pagaran una camid:d igual a los -:* de lo que tengo, podria gastar
una canudad igual a los — de lo que tengo y me sobrarian 68 bolivares.
¢Cuinto tengo?  R. 126 bolivares.

3. Si comprara un traje con los % del dinero que tengo y me pagaran una
rantidad que me deben que equivale a los -:— de lo que tengo, tendria $93.
¢Cuinto wengo? R, §72,

4. Si se aumentara en su scxta parte el dinero que tengo y recibiera des-
pués 20 soles, tendria 69. ¢Cuinto tengo? R. 42 soles.

5. S ganara 20 sucres después de perder la sexta parte de lo que tengo me
quedaria con 60. (Cudnto tengo? R. 48 sucres,

6. Si me pagaran una cantidad que me deben que equivale a los -:— de lo
que tengo, podria gastar $30 y me quedarian $150. ;Cuinto tengo? R. $140.

7. Preguntado un hacendado por el nimero de hectireas de sus fincas, res-
ponde: El ntmero de ellas, aumentado en sus —:- y en 14 hectdreas equivale
a 154 hectdreas. ;Cuiintas hectireas tiencn todas sus tierras? R. 98 hectireas.
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8. El nimero de alumnos de una clase es tal que aumentado en sus -:—.
disminuido en sus -:'— y anadiéndole 20 da por resultado 152. Hallar el
nimero de alumnos. R, 1B0.

8. He reabido $50 después de haber gastado los % de lo que tenia al prin-
cipio y ahora wngo $60. (Cuinto tenia al principio? R. $30.

@Lns mis los > ticunnumuocxcodmenssalnumn.ﬂallar
elnumtro.

. g 3 n v
- del numcro+-’- del numr:ro=—+1——' — del numero.

El nimero quc buscamos lo representaremos por sus Por lo tan-
23 20
to, la suma de los - 5l los = del namero excede al numﬂo -

= 5 del nimero. Luego, EF. del namero equivalen a 36, que es el exceso
de dicha suma sobre el nimero gue se busca.

Si i del numero equivalen a 36, ,— del nimero serd 36 +3=12 y

los a, o sea el namero buscado serda: 12 x 20 = 240. R.

2 EJERCICIO 164

1. Los % mas los -:— de un numero exceden en 9 al nimero. Hallar el
namero. R. 15

2 La suma de los —: de un numero con sus :— excede en 40 al nimero.
Hallar el namero. R. 320.

3. Si adquiero un relo] Cuyo costo es Iu — de lo que tengo y un mueble
cuyo costo es los — de los que u:ngo quedaria debiendo 28 colones.
¢Cuinto tengo? R 120 colones.

4. Vendc los : de una pieza de tela y luego me hacen un pedido equiva-

lente a los % de la longitud que tenfa la pieza antes de vender lo que
ya vendi. Si para servir este pedido necesitaria que la pieza hubiera
tenido B metros mas de longitud, ¢cudl es la longitud de la pieza?
R. 18 ms.

B. Los ? de un niimero menos su cuarta parte exceden en 30 unidades
al nidmero. ¢Cudl es el nimero? R. 48.
6. Las reses de Hernindez son los % de las reses que tiene Garcia. Hernan-

dez puede vender una parte de sus reses igual a — de las que tiene Gardia

y entonces tendra 36 reses mds que éste. ¢Cuantas reses tiene cada uno?
R. H, 288; G., 224.
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10.

11

Los % mas los = mis la tercera parte de un nimero suman 34 unidades
mis que el nimero. Hallar el nimero. R. 60.

Le preguntan a un pastor por el nimero de sus ovejas y responde: La mitad,
mas los tres cuartos, mas la quinta parte de mis ovejas equivale al nd-
mero de cllas mas 36. ;Cuwintas ovejas tiene el pastor% R. 80.

EJERCICIO 165
MISCELANEA

Una tuberia vierte en un estanque 200 litros de agua en % de hora y
otra 300 litros en el mismo tiempo. ¢Cudnto vierten las dos juntas en

2 horas? R. 13333 Is.
Compro por 22 quetzales cierta cantidad de vino que envaso en 50
envases de % de liro y lo vendo a razin de” Q. g el litro? ¢Cudnto

gano en la venta? R. Q. 2.
Con 60 bolivares puedo comprar 15 liwos de vino. Qué parte de un

litro puedo comprar con bs. 1?7 R. % de L
Para vaciar un depdésito-que contiene 500 liros de agua se abren tres

desagiies. Uno vierte 18—:- litros por minuto, otro 14: litros por mi-
nuto y el tercero 14;'.; litos por minuto. ¢En cudnto tiempo se vaciard

el estanque? R. ](}'1-"::'3l min.
He recibido $50 después de haber gakladn -:- de lo que tenia al prin-
cipio y tengo ahora 34 mds que al principio. (Cuinto tenia?  R. $69.

Si gastara los ;— de lo que tengo y diera una limosna de 322 me que-
daria con los -:— de lo gue tengo. ;Cuinto tengo ahora? R. $70.

Si ga:lm ; de lo que tengo y 8 sucres mis, lo que tengo se disminuiria en
sus . {Cuinto tengo? R. T0 sucres.

Un ladnllo pesa 10 libras mds medio ladrillo. ¢(Cudnto ladrillo y
medio? R. 30 Ibs. i

Los % de un nimero equivalen a los -:- de 150. ¢Cudl es el namero?
R. 90.

Una hacienda pertenece a tres propietarios. Al primero corresponden :_:;
al segundo %. y al tercero % Si se vende en 75000 bolivares, scudnto
corresponde a cada uno?  R. 19, 31250; 29, 26000 y 39, 18750 bolivares,
Si se mueren —: de mis ovejas y compro 37 ovejas mis, el nimero de
las que tenia al principio queda aumemtado en sus :— ¢Cudntas ovejas
tenia al principio? R. 56.
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Si se mueren - del.upnlmudcun corral y se compran 2674 palomn.
dnumerodelnquehauaaiprmuploqucdaaumcnudom—delh
que habia al prinapio. ¢Cudntas palomas habia al princpio? R. 2865.

Si doy a mi hermano los Edcloquclmgoma'sw,mcqucdanﬂ.
¢Cudnto tengo? R. $10.
Sidoy:mihumno%deloquc:cngomctmzlanp'm,mequcda-
rian 11. ¢Cudnto tengo? R. 15 lempiras.

A 3 . ]

Si doy a Pedro - de lo que tengo mas $4, y a Enrique - de lo que
tengo mis $6, me quedariau $21. Cuinto tengo? R. $63.

Pérez es dueiio de los X de una hacienda, Garcia de * y Hernindez
del resto. Si la haucnda s¢ vende por $12600, ¢cuinto rmb: cada uno?
R. P, $3600: G.. $1400. H., $7600.

Después de vcnder los -';’de ur:a pieza de tela vendo una parte igual
a la diferencia entre los ° y =~ de la longitud primitiva de la picza.
Si quedan 43 ms.. ¢cudl era la longitud de la 